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mst(R/E0)−mst(R/E0E2) ≥ mst(R/E0E1)−mst(R/E0E1E2) .

)�� ��!!� !� �� |� �!���{ �|!� ��zz{ ����� �!z � �����@� |�|��� $ 9 |��� }��
�� ��� '�{� �{�� ��� |� '� ���� {�� { �|�� }� ��' ���� $
�
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e
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MST (R/e) = MST (R) + e− e′ ,
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�
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� deeb � )� |� |� {  !���@��� � !� ��� �{ � ��{� 
 ���,{} ?� {}�!�|��z �!� ���
z|� |z�z ��{�� |�� ���� ��!# }�z |� !��|z {} $ ut

� �|�� ��� �!�{�|!� !� ��zz{ ê $5 � ��� �{|� !�
e

|�
mst(R)−mst(R/e) =

|e′| − |e| $ - �2� '� ��!' ��{� ��� �{|� !� {� ���� ����� |� ��{��� |� '� {��
{�!���� ���� $
�
�� � ��� �p_

e1
g]l

e2
jp pl� p^ jp_� pp] _pdf `]gk^ � �� p]

mst(R)−mst(R/e2) ≥ mst(R/e1)−mst(R/e1e2) .

� deeb � ���
E≤α

���!�� ��� ��� !� ����� !� }����� {� z !��
α � {�� ���!��

#3
T≤α

��� |����z �� |{�� �! }��|!� !� 
 ���,{} ?� {}�!�|��z '��� {}} ����� !�
}����� �� �!

α
�{�� # ���  !��|����� $ )��� ���  !z�!����� !�

E≤α

{��
T≤α{�� |����| {} �!� {}}

α � # � {��� {� ���� |� |� }���� |� {�� !� }3 |� |� � ! |�� �'!
 !z� !����� $ �#� |!��}3� T≤α

|� �!� {�� ��� #3 ��� ��' ����
e2 � |� α < |e2| $

&� ��{�  {�� # !�� �|��� !� ��� |��@�{}|�3 {�� �@�{} �!
0 $ � ����' |�� � }�� e′2

# �
��� ���� ��{� |� ��� }{ �� ' |��

e2 $ &� |� !� }3 { z !z ��� ?� ��!���� �! ��� ��{�

mst(R)−mst(R/e2) = |e′2| − |e2|
= min{α > 0 e2

 }!��� {  3 }� |�
T≤α } − |e2|

= min{α > 0 e2
 }!��� {  3 }� |�

E≤α } − |e2|
-!' �|� �

E≤α ⊆ (E + e1)≤α

�!� {}}
α � ��� }�zz{ �! }}!' � $ ut

����� �� ��� ��	��
����	 
���
� )�� �� � |{}  {��
E0 = ∅ � E1 = {e1} �

E2 = {e2}
'{� ��!��� |� ��zz{ ê $� $ �!��|���|�� ��� ��{�� ' |�� ���� ���

E∪
E0

'� z{3 {���z � ' $ } $ ! $ � $��{� E0 = ∅ $ )��  {�� '����
E1 = {e1

1, e
2
1, . . . }{��

E2 = {e2}
�! }}!' � �{�|}3 #3 ��� �{��� {�� }| {�|!� !� ��zz{ ê $� $ 9 |�{}}3�}��

E2 = {e1
2, e

2
2, . . . } $ ��  }{|z ��{�

mst(R)−mst(R/E2) =
∑

i

mst(R/e1
2 . . . ei−1

2 )−mst(R/e1
2 . . . ei

2)

≥
∑

i

mst(R/E1e
1
2 . . . ei−1

2 )−mst(R/E1e
1
2 . . . ei

2)

= mst(R/E1)−mst(R/E1E2) .

)! ��� ��{� ��� |��@�{}|�3 �! }�� � �{,�
E′

0 := {e1
2, . . . , e

i−1
2 } � E′

1 := E1 � {��
E′

2 := {ei
2} � {�� {�� }3 |��� �|!� !� |E2| $ ut
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{��{����}3 |� |� �!� �{�3 �! +2 |� $ =��z{� {�� > {z {|3�� /81 ��� �|# �� {
�{z |}3 !� {}�!�|��z �

Ak

'!�, |�� ' |�� �� }}  !z�!����� !� �� �!
k

���z|�{}�
'� | � { � |���� { � ���!�z{� � �{�|! !�

1.734
�!� }{���

k $ < ��� '� ��{}} �������
���|� {�{}3�|� !� {}�!�|��z

A3
'� | � {��{|�� ��� �{�|! !�
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�1 � ��� {}�! /6 � �1 $ =!�� {}�!�|��z � {}}!'
�{�� |z� }�z ���{�|!�� /

1 $
� �� 
���� 
���

A3

)�� {}�!�|��z
A3

!� =��z{� {�� > {z {|3�� �{� �'! ������|{} ��{��� � {�
��{}�{�|!� {�� {  !����� �|!� ��{�� $ )���� {�� �z# ����� |� !���� ��{��� $
)�� |� |�|{} �! }��|!� |� { ��{�� |�� ���� !� ��� ���z|�{} � |��{� � ��{�� {�
!����� #3 ���

MST
����|��| � '� | � |� {}��{�3 {

2
{���!2 |z {�|!� $

&� |�|{} ��{�� $ �!z���� ��� ���z|�{} � |��{� � ��{��
(R,E0)

{�� }��
M0 ⊂ E0

# � { z |� |z�z ��{�� |�� ���� $
i← 0 $

)�� {}�!�|��z ���� �� }}  !z�!����� ' |�� ����� ���z|�{}� �! |z��!�� ���
 ������ |����z �� |{�� �! }��|!� $ *��|��� ����� �!� ��|� }�� !� ���z|�{}�  {� # �
 !z����� ���3 �{�� $ .!����|{} ��|� }�� {�� ��{}�{��� |� ���z � !� ���|� � g`] $
)�� �{|� |� ��� �{� |�� !� �!�{} }����� |� ���  ������ |����z �� |{�� �! }��|!�
b̀ ��� ��|� }� � g^ ���� $ )�� ��� |�� ��+� |�!� !� �{|� ' |}} # � � |��� # �}!' $
���|�� ��� ��{}�{�|!� ��{�� � ��|� }�� {�� ��}� ��� !�� #3 !�� $ <!'���� � {�
|z�!��{�� ��{���� !� {}�!�|��z

A3
|� ��{� �!� �{ � !� ��� ��}� ��� ��|� }��

����� �! # � ���� ������{}}3$ )�� �� |�|!� |� �������� �! ���  !����� �|!�
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{}�!�|��z #� |}�� z� }�|���� !� {��|+ |{} �����

Ei

!� ��� ���z|�{} ���
R $ x{ �

��|� }� |� ����������� #3 { �{|� !� {��|+ |{} ����� $ )�� ����� !�
E0

{�� {}�!
 !��|����� {��|+ |{} $

&� ���
i
y�� |���{�|!� � ' |�� ����3 ��|� }�

t = {x, y, z} ⊆ R
{ @�{��|�3

gaini(t)
{�� �'! �����

e′
{��

f ′ ��!z
Ei

{�� {��! |{��� |� ��� �! }}!' |�� '{3
% � $ 9 |���� 8 ( ~ �!��|��� ��� ����

Mi ⊂ Ei $ )���� |� { �#�{� � |�� ? ���z|�{}
c ∈ R

�� � ��{� ��� �{���
px

��!z
x

�!
c � py

��!z
y

�!
c � {��

pz

��!z
z

�!
c
{��

���� � |��! |�� $ ��� !� ����� �{��� z|��� # � �z��3$ �!��|��� ��� }!����� ����
!� �{ � !� ����� �{��� %�{3 |�� }����� |�

0 � |� ��� �{�� |� �z��3( {�� {���z �
' $ } $ ! $ � $ ��{� ��� }!����� {z !�� ����� ����� � �{3

e′
|� !�

py

{�� ��� �� !��
}!����� � �{3

f ′ |� !�
pz $ ���

Cuti(t) := {e′, f ′} {��
cuti(t) := |e′| + |f ′| $

)��� ��� �{|� !� ��� ��|� }�
t
|� ��+��� {�

gaini(t) := cuti(t)− smt(t).

4���z � ��{� ����� |� { ��|� }�
ti+1

�� � ��{�
gaini(ti+1) > 0

{�� }��
Cuti(ti+1) = {e′i+1, f

′
i+1} $ � �|�� ��� �!�{�|!� {# !�� � }��

ei+1 := {x, y} {��
fi+1 := {x, z} � '���� |ei+1| :=

∣

∣e′i+1

∣

∣ − gaini(ti+1)
{�� |fi+1| :=

∣

∣f ′
i+1

∣

∣ −
gaini(ti+1) $ �#����� ��{�
|ei+1| =

∣

∣e′i+1

∣

∣−
∣

∣f ′
i+1

∣

∣−
∣

∣e′i+1

∣

∣+ smt(ti+1) = smt(ti+1)−
∣

∣f ′
i+1

∣

∣ ≥ 0
{�� �|z |}{�}3� |fi+1| ≥ 0 $ � |�� ����� ��+� |�|!�� ��� ��{}�{�|!� ��{�� !� ���
{}�!�|��z  {� # � ��{��� {� �! }}!' � ~

x�{}�{�|!� $ � � |}� ∃ti+1 : gaini(ti+1) > 0
�! ~

Ei+1 ← Ei + ei+1 + fi+1 $
Mi+1 ←Mi + ei+1 + fi+1 − e′i+1 − f ′

i+1 $
i← i + 1 $
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�{�  �!��� {}} ��|� }�� �! # �  !��|����� �!� |z��!��z ��� !� ��� ���z|�{} � |�y
�{� � z|� |z�z ��{�� |�� ���� {�� ��� ��{}�{�|!� ��{�� ���� $ )�� }{�� !�
���

Mi

|�  !� |�� �!� ���  !����� �|!� ��{�� ~

&����z �� |{�3
imax ← i $��{�� $ Nimax

←Mimax
$

&� ���  !����� �|!� ��{�� ��� {��|+ |{} ����� {�� ��z !��� ��!z
Ni

|�
������� !���� $ ���

Ti := SMT (ti) $ �� }3 |� # !�� {��|+ |{} ����� ��{� '���
|���!�� �� �!� ��� ��|� }�

ti
{�� ��|}} ������� |�

Ni � ����
Ti

|� |� }���� |��!
��� ������{} �! }��|!� ~

�!����� �|!� $ � � |}�
i > 0

�! ~
N ′

i ← Ni − ei − fi $

Ni−1 ←































N ′
i

|�
N ′

i

�{� !� }3 !��  !z�!���� �
N ′

i + e
|�

N ′
i

�{� �'!  !z� !����� {��
e ∈ Ei−1

|� { ��!����� ����
# ��'��� ���z �

N ′
i + Ti

|�
N ′

i

�{� �����  !z� !����� $
i← i− 1 $

4� ��� ��� !� ���  !����� �|!� ��{�� {}} !� ��� ��z{|� |�� {��|+ |{} �����
|�

N0
# �}!�� �!

E0 $ )����  {� �{�|}3 # � ��� }{ �� #3 ����� !� ��� |���� ��{�� ~
9 |�{} ��{�� $ > �� }{ � {�3 ��z{|� |��

e0 ∈ N0 ∩E0
' |�� { ��!�����

�{�� |�
E $
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|� { z |� |z�z ��{�� |�� ���� �!�
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Ei $ )�����!��
Nimax

= Mimax

 !��� ��
R $ =3 ���  !����� �|!� ���� � Ni

|�
 !��� ��� |�

Ni+1
|� $ )�����!��

N0 � {�� ���� ��� !����� �  !��� ��
R $
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� ��
gain :=

∑

i gaini(ti+1) $ )�� {�{}3�|� !� ��� � ���!�z{� � �{�|! |�
#{��� !� ��� �! }}!' |�� %|� (�@�{}|�|�� ~

|N0| ≤ |Nimax
|+ gain %7(

|Mimax
|/2 = |M0|/2− gain %
(

|Mimax
| ≤ smt3(R) %8 (

=��!�� '� ���|�3 ���z � }�� �� +��� ��� �!' %7( � %8 ( �!������ |z� }3 ���  }{|z ��
� ���!�z{� � �{�|! $ )�� }����� !� ��� !����� |� |N0| $ � �|��

Nimax
= Mimax

�!�� �{}� !� |Nimax
| |� %7(  {� # � ��� }{ �� � |{ %
( $ )�� �{|�  {� �}� !�� � {��

'� !#�{|�
|N0| ≤

|Mimax
|

2
+
|M0|

2
.

=3 ��zz{ ê $7 � |M0| ≤ ρ2 · smt(R) � {�� #3 %8 ( � |Mimax
| ≤ ρ3 · smt(R) $

)�����!�� ��� � ���!�z{� � �{�|! |� {� z !��
ρ3

2
+

ρ2

2
=

5/3

2
+

2

2
=

11

6
.

&� ��z{|�� �! ��!' ��� �{}|� |�3 !� %7( � %8 ( $ x@�{�|!� %
( |� ��� �{�|��� $
&� �! }}!' � #3 |��� �|!� ��!z ��� �{ � ��{�

|Mi+1| = |Mi|+ |ei+1|+ |fi+1| −
∣

∣e′i+1

∣

∣−
∣

∣f ′
i+1

∣

∣ = |Mi| − 2gaini(ti+1) .

x@�{�|!� %7( |� ��!��� #3 { �|z |}{� |��� �|�� {���z ��� � ��|��

|Ni−1| ≤ |Ni|+ gaini−1(ti) . %�(
)! ��!' %�( '� � |��|��� |�� ��� �����  {��� !� ���  !���� �|!� ��{�� $ )��
 {�� ��{�

N ′
i

�{� !� }3 !��  !z� !���� |� ��|� |{} $ &� ���  {�� '���� |� �{�
�����  !z� !����� � %�( �! }}!' � ��!z

|Ni−1| = |Ni| − |ei| − |fi|+ |Ti|
= |Ni| −

∣

∣e′i
∣

∣+ gaini−1(ti)−
∣

∣f ′
i

∣

∣+ gaini−1(ti) + |Ti|
= |Ni|+ gaini−1(ti).

)�� ��z{|� |��  {�� |� '���
N ′

i

�{� �'!  !z�!����� $ 4 ���z � ' $ } $ ! $ � $ ��{�
��� �'!  !z� !����� ���� }� ��!z ��z !� |�� ��� ����

ei $ )�� ����
e′i

|� ���
}!����� ���� !� ��� �{�� |�

Mi−1
 !��� �|�� ��� ����! |��� !�

ei $ *|� � ���
�{��  �!���� ���  �� # ��'��� ��� �'!  !z� !����� {� }�{�� !� � � '� �{��
|e| ≤ |e′i| � '����

e
|� ��� ����  �!��� #3 ��� {}�!�|��z $ )��� �

|Ni−1| = |Ni| − |ei| − |fi|+ |e| ≤ |Ni| − |ei|+ |e|
≤ |Ni| − |ei|+

∣

∣e′i
∣

∣ = |Ni|+ gaini−1(ti) ,
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t′ = t $ � &�  {�� %αβ( '� ' |}} ��!' ��{�
t′ = ti

|� { �!!�  �! | � $ 9�!z ���  {�� � |��|� �|!�� � '� {}��{�3 ,�!' ��{�

gaini(t, a) ≤ gain′
i−1(t, a) ≤ gaini−1(t, e

′
i)− |e′i|+ |a| .

�� �{��
gaini−1(t, e

′
i) ≤ gaini−1(t) � {�� #3 ��� �����3  �|���|!� � gaini−1(t) ≤

gaini−1(ti) $ )�� ��z{|� |�� |��@�{}|�3
gaini−1(ti)− |e′i|+ |a| ≤ gaini−1(ti, a)�! }}!' � ��!z ��zz{ 7 $5 |� '� ���

M = Mi−1 � t = ti � e = ei � e′ = e′i � f = fi �{��
f ′ = f ′

i $ ut

� � 9412/�9 >,99�� *45-,/260

)�� ��}{�|�� �����3 {}�!�|��z ��� �! ;�}|,!��,3 /
81 |� {�!���� �2{z� }� !�
{� {}�!�|��z ��{� +�� |��! ��� �����{} ��{z �'!�, $ &� �{� { � ���!�z{� �
�{�|! !�

1.694 $ )�� z{|� |��{ !� ��� ��}{�|�� �����3 {}�!�|��z %{�� ���
}!��  !���{ �|�� {}�!�|��z � '� | � '� ' |}}  !��|��� |� ��� ��2� �� �|!� ( |� �!
��� { ���}{�|�� ? � |� ���� � |� ��� ��}� �|!� ��� �|!� |����{� !� ��� {#�! }���
� |� ���� � � {� '{� ���  {�� |� ��� {}�!�|��z � !� =��z{� {�� > {z {|3�� {��
;�}|,!��,3$
� �� � � ��� 
�� � ����� 
 ���� 
���

)�� ��}{�|�� �����3 {}�!�|��z ���� { z |� |z�z ���z|�{} ��{�� |�� ���� %| $ � $�{ z |� |z�z ��{�� |�� ���� |� ��� ���z|�{} � |��{� � ��{�� ( {� |�� |� |�|{} �! }�y
�|!� $ � ��� { �� }}  !z� !����

T ∈ K
|�  �!��� � |�� ���z|�{}� {��  !��� ���

#3 { ��� !� A��! }����� ����� $ 4 ��{�� |�� ���� �!�
R � '���� �� |� ��� !� �����

7 ê



|� {���� � |� ���!��� #3
MST (R/T ) $ ��!!�|��

T
|� ���

i
y�� ���� ���� �� ���

}����� !� ��� ���z|�{} ��{�� |�� ���� #3
mst(R/T1 . . . Ti)−mst(R/T1 . . . TiT ) $

&� !���� �! ��}{�� ��� }����� |T | !� ��� �� }}  !z� !����
T

�! |�� # ���+� � ���
��}{�|�� �����3 {}�!�|��z ���� ��� �! }}!' |�� ��}� �|!� ��� �|!� $

fi(T ) :=
|T |

mst(R/T1 . . . Ti)−mst(R/T1 . . . TiT )

)�� �!���{ �|!� ��zz{ |z� }|�� ��{�
fi−1(T ) ≤ fi(T )

�!� {}}
T $ �� �

fi(T ) ≥ 1
�!� {}}

T ∈ K � �! ������� |z��!� |�� �� }}  !z�!�����  {� # �
��}� ��� {�� ��� {}�!�|��z ��!�� $ 4� �� |� � ! |�� � |� �{� �!��� { �! }��|!� !�
�|A�

|T1|+ · · · + |Ti|+ mst(R/T1 . . . Ti) .

)�� ����� !�
MST (R/T1 . . . Ti)

 {� # �  !��|����� {� �� }}  !z� !����� ' |��
���� �'! ���z|�{}� $ )! �|z� }|�3 ��� �!�{�|!� �!� ��� {�{}3�|� � '� |� }���
����� ����� |��! ��� +�{} �! }��|!� ��� $ -!�� ��{�

fi−1(Ti) ≤ 1
�! }�� �!� {}}

 �!��� �� }}  !z� !����� $
� �� 
�� �� 	
	
=3 !�� ��z{�,� !� ��� *��|��� �{�|! {�� ��� �����{} ��{z �'!�, %*� �|!� ê $8 ( ���� �! }}!' |�� ���!��z |z� }|�� ��{� ��� ��}{�|�� �����3 {}�!�|��z  !z�����
{� {���!2 |z {�|!� !�

SMT
'�!�� ���!� |� # !����� #3

1 + ln 2 + ε ≤ 1.694�!� }{��� ��!���
k = k(ε) $

��
��
� � �� ��
 ����	��
 ��� � � �� p dpkg_`op � dppl� gk� ed`_�f �ef� a_p^ g
1 + ln 2

g�� de� `f g_`e] b ed
SMT k

�
� deeb � ���

T1, . . . , Timax

# � ��� *��|��� ���� �!��� #3 ��� ��}{�|�� �����3
{}�!�|��z $ �� �{�� �! ��!' ��{� ∑imax

i=1 |Ti| ≤ smtk(1 + ln 2) $ 4 � ��z{�,��
{#!��

fi(Ti+1) ≤ 1, %6(
�! }�� �!� {}}

i < imax $ ���
T ∗

1 , . . . , T ∗
jmax

# � {
k
y*��|��� z|� |z�z ���� $ *|� �

��� {}�!�|��z  �!!��� ��� �� }}  !z� !����
Ti+1

�� � ��{�
fi

|� z|� |z |A�� � '�
�{��

fi(Ti+1) ≤ min
j

fi(T
∗
j ) . %0(

�� ' |}} ��� ��� �! }}!' |�� |��@�{}|�3� �{}|� �!�
aj ≥ 0

{��
bj > 0 $

min
j

aj

bj
≤
∑

j aj
∑

j bj
. %ê:(

77



� |��
aj = |T ∗

j |
{��

bj = mst(R/T1 . . . Ti) − mst(R/T1 . . . TiT
∗
j )

��|�� %0({�� %ê:( '� ���

fi(Ti+1) ≤
∑

j |T ∗
j |

∑

j mst(R/T1 . . . Ti)−mst(R/T1 . . . TiT
∗
j )

. %êê(
=3 ��� �!���{ �|!� ��zz{ ��� ���!z|�{�!� !� %êê(  {� # � ��� }{ �� ' |��

∑

j

mst(R/T1 . . . TiT
∗
1 . . . T ∗

j−1)−mst(R/T1 . . . TiT
∗
1 . . . T ∗

j ) . %ê7(

)� |� |� { ��}�� !� |�� ��z |� '� | � {}} #�� ��� +��� {�� ��� }{�� ���z  {� �} $*|� �
T ∗

1 , . . . , T ∗
jmax

|� {�
SMT k

��� }{�� ���z |�
mst(R/T1 . . . TiT

∗
1 . . . T ∗

jmax
)

≤ mst(R/T ∗
1 . . . T ∗

jmax
) = 0

{�� ∑
j |T ∗

j | = smtk $ *!

fi(Ti+1) ≤
smtk

mst(R/T1 . . . Ti)
. %ê
(

-!' ��� ���|��� # !��� !� ��� {���!2 |z {�|!� �{�|! �! }}!' � ��!z �}�z ��y
�{�3  {} � }�� $ � �+��

Mi := mst(R/T1 . . . Ti) $ � �|�� ��� ��+� |�|!� !�
fi

{��
{�� }3 |�� ��� |��@�{}|�|�� %6( {�� %ê
( '� +�� ��{�

imax
∑

i=1

|Ti| =

imax
∑

i=1

fi−1(Ti) · (Mi−1 −Mi)

≤
imax
∑

i=1

min

(

1,
smtk

Mi−1

)

· (Mi−1 −Mi) .

)�� ��@��� �
M0,M1, . . . ,Mimax

|� z !�!�!�� �� ��{�|�� ' |��
M0 = mst{��

Mimax
= 0 $ )�����!�� '�  {� ���|z {�� ��� ��z #3 {� |�����{} {� �! }}!' � $

imax
∑

i=1

min

(

1,
smtk

Mi−1

)

· (Mi−1 −Mi) ≤
∫ M0

Mimax

min

(

1,
smtk

x

)

dx

=

∫

smtk

0
1 dx + smtk

∫

mst

smtk

1

x
dx

= smtk + smtk · ln
mst

smtk

� �|��
mst ≤ 2smt

'� !#�{|�
imax
∑

i=1

|Ti| ≤ smtk (1 + ln 2) ,

��� ���|��� # !��� �!� ��� }����� !� ��� �! }��|!� $ ut

7




&� |� �!� ,�!'� '����� ��� {#!�� {�{}3�|� !� ��� ��}{�|�� �����3 {}�!�|��z
|� �|��� � | $� $� '������ |�� � ���!�z{� � �{�|! |�

1 + ln 2 $ )�� # ��� }!'�� # !���
!� ��� � ���!�z{� � �{�|! !� ��� ��}{�|�� �����3 {}�!�|��z '{� !#�{|��� |� /ê51
{�� �{� { �{}�� !�

1.330 $
� �-77 �-32,1�2/35 * 45-,/260

)�� ke^^ !� { *��|��� ���� '{� |���!�� �� #3 
 {�� |��, | {�� ;�}|,!��,3 |� /7:1 $
&� z �{����� �!' z� � }����� |� ������ �!  !��� � ��� *��|��� � ! |��� !� { �� }}
 !z�!���� �! |�� ���z|�{}� $ )�� |��{ # �� |�� �� |�  !� ��� |� ��{� '� '!� }�
}|,� �!  �!!�� !� }3 *��|��� � ! |��� ��{� {�� {}�!  !��{|��� |� {� !��|z�z
�! }��|!� $ � �  !���� � �� |� |� �!� � !��|# }� �!� {� {���!2 |z {�|!� {}�!�|��z $ =3
� ��{}|A |�� ���  �! | � !� *��|��� � ! |��� ��{� ��@� |�� }!�� ����� �!  !��� �
���z �! { ���z|�{} � !�� ��|�� �! {�! |� {� }�{�� #{�  �! | �� $
 {�� |��, | {�� ;�}|,!��,3 /7:1 ��� ��� �����{} ��{z �'!�, ' |�� { ��}� �|!�
��� �|!� ��{� z|� |z |A�� ��� '�|����� ��z !� ��� }����� {�� ��� }!�� !� {
*��|��� ���� $ &� { �� !�� ���� ���3 �{,� ��� !����� !� �� |� {}�!�|��z {�
|���� �!� ��� ��}{�|�� �����3 {}�!�|��z {�� {�� {# }� �! ��!�� { � ���!�z{� �
�{�|! !�

1.644
�!� �� |� {}�!�|��z $

)�� |��{ !� 
 {�� |��, | {�� ;�}|,!��,3 '{� �����{}|A�� #3 <!��{��3 {��
.�Bz �} /ê61 $ )��3 ���|���� { ��@�� � !� {}�!�|��z � �{ � !� '� | � ���� ���
!����� !� |�� ����� ���!� {� |�� |���� $ 4 }} {}�!�|��z � |� ��� ��@��� � ��� ���
'�|����� ��z !� ��� }����� {�� ��� }!�� !� { *��|��� ���� �!� �����3 ��}� �|!� �#�� ' |�� � |� ����� '�|���� |� �{ � �!��� $ <!��{��3 {�� .�Bz �} ��!�� ��{� #3
 �!!�|�� ��� '�|���� {���!��|{��}3 !�� !#�{|�� {� {���!2 |z {�|!� {}�!�|��z
' |�� � ���!�z{� � �{�|!

1.598 $
���3 �� ���}3� >!# |�� {�� ;�}|,!��,3 /761 |� !�� !�{��� ��� }!�� !� {

*��|��� ���� |��! { ��' ��}� �|!� ��� �|!� �!� ��� ��}{�|�� �����3 {}�!�|��z
{�� '��� {# }� �! ��!' ��{� ��� ���� }�|�� {}�!�|��z �{� { � ���!�z{� � �{�|!
!� ê $��: $ �� {�� �! |�� �! ��� �|# � ���|� {}�!�|��z |� �� |� �� �|!� $
� �� ��� ��		 �� � 	�� 
��� ����

)�� }!�� !� { ��� !� *��|��� ����| ��
A ⊆ S

|� { z |� |z�z }����� �!����
Loss(A) ⊆ E

|� '� | � ����3 *��|��� �����2
v ∈ S

|�  !��� ��� �! { ���z|�{}
r ∈ R $ )�� }!�� !� { *��|��� ���� !� {  ! }}� �|!� !� �� }}  !z� !����� |� ��+���
' |�� ���� � � �! ���  !����� !�� |�� ���� ����� $ �e] _dg�_`]� ��� }!�� !� { �� }}
 !z�!���� z �{�� ��{� �!� ����3 ���� # ��'��� ��� }!��  !z� !����� � { ��'
���� ' |�� ��� �{z � '�|��� |� |������� # ��'��� ���  !����� !�� |�� ���z|�{}� $
)� |� |� ��!'� |� 9 |���� 5 $ �� '�|��

loss := |Loss | $
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9 |���� 5 ~ �!���{ �|�� ��� }!�� !� { *��|��� ���� $ )��z|�{} ����| �� {�� ��!'�
{� �@�{�� # !2�� {�� *��|��� ����| �� {� �!�� $ � {�, ����� # �}!�� �! ��� }!�� $9!� ����3 �� |� ���� # ��'��� }!��  !z� !����� � { �{���� ��' ���� ' |�� ���
�{z � '�|��� |� |������� # ��'��� ���  !����� !�� |�� ���z|�{}� $

�� '{�� �! {�� }3 ��� �!���{ �|!� ��zz{ |� �� |� ����|�� {� '�}} $ )����y
�!�� '� �{�� �! z{,� ���� ��{� ��� }������ !� ��� ��' }3 |������� ����� �! �!�
��� ��� !� ���� |!�� }!��  !���{ �|!�� |��! }� |�� ��� �{z � *��|��� ����| �� $ =3
{ �|z� }� �����!  ���|�� %��� }| {�|�� *��|��� ����| ��( � '�  {� { � |��� ��{� �!
�'! �� }}  !z�!����� !� ��� ��{�� ��{�� { *��|��� �����2 $ � � |}� ��� }�����
!�

SMT k

�!�� �!�  �{��� � ��� |���{� � ��!' � #3 { �{ �!� '� | � |� {� z !��
{ �! }3�!z|{} |� ��� |���� �|A� $ )�� ���

K
��!z ��� �����{} ��{z �'!�, ' |}}

����� �! ��� �����!  ����� |���{� � $
�
�� � � �� ����� ���� � � �
 ����	��
 ���� � �� p kp]� _� eb _� p ke^^ eb g
" _p`] pd _dpp `^ g_ f e^_ �gkb eb `_^ _e_gk kp]� _� �

� deeb � &� ���  �� �! ��!�� ��� |��@�{}|�3
loss ≤ smt/2

�!� �� }}  !z� !����� $
&� |� �{�|}3 ���� ��{� {�3 �� }}  !z� !����  {� # � ��{���!�z �� |��! {  !z� }���
# |�{�3 ���� '���� ��� }�{��� !� ��� ���� {�� �2{ �}3 ��� ���z|�{}� $ )� |�
 {� # � { � |���� #3 {�� |�� ��' ���z|�{}� {�� ����� !� }����� : $ -!' �!�
�{ � |�����{} �����2  �!!�� ��!z ��� �'! ����� }�{� |�� �! |��  � |}���� ���
 ��{� ��� !�� $ )� |� '{3 !�� ���� { ��#��{�� ��{� |� }���� ��� }!�� !� ��� �� }}
 !z� !���� ' |�� }����� {� z !�� �{}� !� ��� �!�{} }����� $ ut

)���� {�� �2{z� }�� �!� '� | � ��zz{ 8 $ê |� ������|{}}3 # ��� � !��|# }� $�!��|��� {� ��'�|����� # |�{�3 ���� ' |��
2k ���z|�{}� ' |�� {� �2��{ ���z|�{}

{��{ ��� �! ��� �!!� � {� ��!'� |� 9 |���� � $ )���
loss = 2k − 1

{� '� ����
!�� ���� �!� ����3 *��|��� �����2 {��

smt = 2k+1−1 � �! loss

smt
→ 1

2

{�
k →∞ $

7�



9 |���� � ~ 4� �2{z� }� ��!z { �{z |}3 !� ��{��� ' |��
mst ∼ 2smt ∼ 4loss $

�!�� ����� {�� �{�, $ �!���� }|��� |�� | {�� ����� ���� #3
MST $

� �� ��		 �������� 
�� 
���� 
���

�� {�� �!' ����{��� �! ��� �|# � ��� }!��  !���{ �|�� {}�!�|��z !� >!# |��
{�� ;�}|,!��,3 /761 $ &� +�� |��! ��� �����{} ��{z �'!�, �!� �����3 {}�!�|��z � $
�� }|,� ��� ��}{�|�� �����3 {}�!�|��z |� �!�� �!�  !���{ � ��� ��}� ��� �� }}
 !z�!���� ���|��}3� #�� !� }3 ���|� }!�� $

)��!���!�� ��� {}�!�|��z { ���z|�{} ��{�� |�� ���� |� z{|��{|��� $ ��
���!�� |�� }����� #3

m(·) := mst(R/Loss(·)) .

m
|� ��� }����� !� { z |� |z�z ��{�� |�� ���� {���� ��� }!�� !�  ���{|� �� }}

 !z�!����� �{� # ���  !���{ ��� $ ��� �! ��� �����! ���|�� � '�  {� z !��}
��� ��� � !� { }!��  !���{ �|!� #3 {�� |�� ��' ����� # ��'��� ���z|�{}� $ )��
{�{}3�|� �! �� �!� ��}3 !� ���{|}� ��� |z� }�z ���{�|!� !� }!��  !���{ �|!�� $
)�����!�� ��� ��� !� ��� �!���{ �|!� ��zz{ |� ����|+�� $

4 ���z � ��{� ��� {}�!�|��z �{� {}��{�3  �!��� �!z � �� }}  !z� !�����
T1, . . . , Ti $ )��� ��� }����� !� ���  !����� !�� |�� *��|��� ���� |�

cost(T1, . . . , Ti) = m(T1, . . . , Ti) + loss(T1, . . . , Ti) %ê8(
#3 ��� �����!  ���|�� ���� {�� ��� ��+� |�|!� !�

m $ )�� ��}� �|!� ��� �|!�

fi(T ) :=
loss(T )

m(T1 . . . Ti)−m(T1 . . . TiT )
|� {�� }|�� �!  !z�{�� ���

loss
!� { ��' �� }}  !z� !����

T
' |�� |�� ���� �|!�

!�
m $ )��� ��� }!��  !���{ �|�� {}�!�|��z +�� |��! ��� �����{} ��{z �'!�, $

�� ' |}} ��� ��{�
fi(Ti+1) ≤ 1

�!� {}}
i $

��
��
� � �� �� �� ��� � �
 ����	��
 ��� �� �� p ke^^ �e]_dg�_`]� gk� ed`_�f
�ef� a_p^ g

1 + ln 3
2

g�� de� `f g_`e] b ed
SMT k

�
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�� ���� �!z � z !�� �!�{�|!� �!� ��� ��!!� $ x@�{�|!� %ê8(  {� # � '�|����
��!��}3 {�

cost i = mi + loss i $ ���
T ∗

1 , . . . , T ∗
jmax

# � ��� �� }}  !z� !����� !� {
*��|��� z|� |z�z ���� $ )���

smtk = m∗+loss∗ � '����
m∗ := m(T ∗

1 . . . T ∗
jmax

){��
loss∗ := loss(T ∗

1 . . . T ∗
jmax

) $ )�� �! }}!' |�� }�zz{ |� ��� ��{�� !� ��� ��!!� $
�
�� � � �� �� p " _p`] pd _dpp � `_� b ak k �ef�e]p]_^

T1, . . . , Timax

dp_ad] pl j�
_� p ke^^ �e]_dg�_`]� gk� ed`_�f ^g_`^� p^

cost (T1, . . . , Timax
) ≤ smtk + loss∗ · ln

(

1 +
mst − smtk

loss∗

)

.

� deeb � 4 �� }}  !z�!����
T

���� �� ��� }����� !� ���  ������ |����z �� |{��
�! }��|!� |� {�� !� }3 |�

fi(T ) < 1 � # � {���

cost(T1 . . . Ti)− cost(T1 . . . TiT )

= m(T1 . . . Ti) + loss(T1 . . . Ti)−m(T1 . . . TiT )− loss(T1 . . . TiT )

= m(T1 . . . Ti)−m(T1 . . . TiT )− loss(T ) . %ê�(
9! }}!' |�� ��� }|��� !� ��� ��!!� �!� ��� ��}{�|�� �����3 {}�!�|��z %)��!y
��z 
 $ê( � ��� ��2� ���� |� �! # !��� ��� �{}�� !�

fi(Ti+1)
��!z {#!�� $ ���

T ∗
1 , . . . , T ∗

jmax

# � ��� �� }}  !z�!����� !� {� !��|z {} *��|��� ���� $ 4�{|� � ���
�����3  �! | � !� ��� {}�!�|��z |z� }|�� ��{�

fi(Ti+1) ≤ min
j

fi(T
∗
j ) .

� �|�� %ê:( '� ���

fi(Ti+1) ≤
∑

j loss(T ∗
j )

∑

j m(T1 . . . Ti)−m(T1 . . . TiT ∗
j )

.

��� �! ��� �!���{ �|!� ��zz{ ��� ���!z|�{�!� |� # !����� ��!z # �}!' #3
∑

j

m(T1 . . . TiT
∗
1 . . . T ∗

j−1)−m(T1 . . . TiT
∗
1 . . . T ∗

j−1T
∗
j ) , %ê5(

{ ��}�� !� |�� ��z �@�{} �!
m(T1 . . . Ti)−m(T1 . . . TiT

∗
1 . . . T ∗

jmax
) $ =3 z !�!y

�!� | |�3
m(T1 . . . TiT

∗
1 . . . T ∗

jmax
) ≤ m(T ∗

1 . . . T ∗
jmax

) , %ê�(
{�� '� !#�{|� ��� |��@�{}|�3

fi(Ti+1) ≤
loss(T ∗

1 . . . T ∗
jmax

)

m(T1 . . . Ti)−m(T ∗
1 . . . T ∗

jmax
)

=
loss∗

mi −m∗
. %ê6(

7�



� �|��
fi(Ti+1) ≤ 1

{�� %ê6( '�  {� �!' ���|z {��

loss(T1 . . . Timax
) =

∑

i

loss(Ti) =
∑

i

fi−1(Ti)(mi−1 −mi)

≤
∑

i

min

(

1,
loss∗

mi−1 −m∗

)

(mi−1 −mi) . %ê0(
� }�{�}3

m0 = mst ≥ smtk � {�� '� ' |}} ��!' ��{�
smtk ≥ mimax

|� ��zz{ 8 $8# �}!' $ )�����!�� %ê0( |� # !����� #3
∫

mst

mimax

min
(

1,
loss∗

x−m∗

)

dx =

∫

mst−m∗

mimax
−m∗

min
(

1,
loss∗

x

)

dx

=

∫

loss
∗

mimax
−m∗

1 dx + loss∗ ·
∫

mst−m∗

loss
∗

dx

x

= loss∗ −mimax
+ m∗ + loss∗ · ln

(mst −m∗

loss∗

)

= smtk −mimax
+ loss∗ · ln

(

1 +
mst − smtk

loss∗

)

,

{�� ��� }�zz{ �! }}!' � $ ut
����� �� ������� � �� � *|� �

smtk ≥ mst/2 � '� �{��
mst−smtk ≤ smtk $

&� �! }}!' � ��{�

cost(T1 . . . Timax
) ≤ smtk

(

1 +
loss∗

smtk

· ln
(

1 +
smtk

loss∗

)

)

.

-!' '� {�� }3 ��� |��@�{}|�3
loss∗ ≤ smtk/2 $ x}�z ���{�3  {} � }�� ��!' �

��{�
max

{

x · ln
(

1 + 1
x

)

0 ≤ x ≤ 1
2

} |� {��{|��� �!�
x = 1

2 $ )�����!��

cost(T1 . . . Timax
) ≤ smtk

(

1 +
ln 3

2

)

,

'� | �  !� }���� ��� ��!!� !� ��� ���!��z $
ut

&� ��z{|�� �! ��!' ��{�
mimax

≤ smtk � '� | � |� {  !���@��� � !� ���
�! }}!' |�� ��zz{ 8 $8 $ )�� ��!!� ����z# }�� �!z �'�{� ��� {���z ���{�|!�
�!� �@�{�|!� %8 ( |� ��� {�{}3�|� !� 4 }�!�|��z

A3
!� =��z{� {�� > {z {|3�� $

��zz{ 8 $8 ' |}} {}�! # � ����� } |� *� �|!� � � '� | � |� ��� ��{�!� '�3 '� ��!��
{ z !�� �����{} ��{��z ��� $
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�
�� � � �� \b
T1, . . . , Ti

gdp b a k k �ef�e] p]_^ ^a�� _�g_ gll`]� g]e_� pd b a k k
�ef� e]p]_ � `_� g_ f e^_

k
_pdf `]gk^ � `pkl^ ]e b ad_� pd `f� deopf p]_t _� p]

mimax
≤ smtk

� \] _� `^ �g^pt
loss(T1, . . . , Ti) ≤ λ cost(T1, . . . , Ti)

`f� k`p^
cost(T1, . . . , Ti) ≤ 1

1−λ
smtk

�
� deeb � ���

T ∗
1 , . . . , T ∗

jmax

# � { z |� |z�z
k
y*��|��� ���� $ =3 %ê�( '� �{��

m(T1, . . . , Timax
)−m(T1, . . . , Timax

, T ∗
j ) ≤ loss(T ∗

j )

�!� {}}
j = 1, . . . , jmax $ � �|�� ��� �!���{ �|!� ��zz{ |� ��� �� !�� |��@�{}y

|�3� '� +�� ��{�

mimax
−m∗ = m(T1, . . . , Timax

)−m(T ∗
1 , . . . , T ∗

jmax
)

≤
∑

j

m(T1, . . . , Timax
, T ∗

1 , . . . , T ∗
j−1)−m(T1, . . . , Timax

, T ∗
1 , . . . , T ∗

j )

≤
∑

j

m(T1, . . . , Timax
)−m(T1, . . . , Timax

, T ∗
j )

≤
∑

j

loss(T ∗
j ) = loss∗ ,

��{� |� � mimax
≤ smtk $ )�����!��

cost imax
= mimax

+ loss imax
≤ smtk + loss imax

≤ smtk + λcost imax
,

{�� ��� }�zz{ �! }}!' � $ ut

4� �!� ��� ��}{�|�� �����3 {}�!�|��z � |� |� �!� ,�!'� '����� ��� {�{}3�|�
!� >!# |� ?� {�� ;�}|,!��,3 ?� {}�!�|��z |� �|��� $ &� /ê51 |� |� ��!'� ��{�

1.2
|�

{ }!'�� # !��� !� ��� � ���!�z{� � �{�|! !� ��� }!��  !���{ �|�� {}�!�|��z $
� :+ 9� /1 4 �37213�97 -8 269 :29/39, ;,99 <,-= 490

4� |���{� � !� ��� *��|��� ���� ��!# }�z |�  {}}�� �ag^`mj`� gd_`_p� |� ��� ���
V \R

!� %� !��|# }�( *��|��� ����| �� |� ��{# }� � | $ � $�  !��{|�� �! ����� $ ��{�|y
# |�{��|�� |���{� �� {�� �{� |� {}} ,�!'� }!'�� # !��� ��!!�� �!� ��� {���!2 y
|z {�|!� ������! }� !� *��|��� ���� {���!2 |z {�|!� {}�!�|��z � %��� *� �|!� 5( $9!� �� � ��!!�� !�� ����� �!  !����� � |���{� �� �! ��� *��|��� ���� ��!# }�z
��{� {�� |� �!z � ����� ��� z !�� � |�  � }� !��� �! �! }�� $ 4 � '� ' |}} ��� |�
�� |� �� �|!� � �!� @�{�|y# |�{��|�� |���{� �� ����� �2 |�� {}�!�|��z � ' |�� # �����
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� ���!�z{� � �{�|! {� |� ��� �����{}  {�� $ )� |� z{3 �{�� �'! ��{�!�� ~ x |y
���� @�{�|y# |�{��|�� |���{� �� {�� �{�|�� �! �! }�� ��{� �����{} |���{� �� !�
��� *��|��� ���� ��!# }�z $ )��� !�� ��!� }� ��3 �! +�� # ����� }!'�� # !���
��!!�� #{��� !� !����  !����� �|!�� $ �� ��� !���� �{�� � |� @�{�|y# |�{��|��
|���{� �� {�� {� �{�� �! �! }�� {� �����{} |���{� �� � ���� {}�!�|��z � �!� �����
�� � |{} |���{� �� ��!� }� # � ����� } {� { #{�|� �! ���|�� # ����� {���!2 |z {�|!�
{}�!�|��z � |� ��� �����{}  {�� $

&� { @�{�|y# |�{��|�� |���{� � {}} �� }}  !z� !����� {�� ��{�� � | $ � $� ���3 �{��
{ �|�� }� *��|��� � ! |�� {�� ��� }!�� |� ���� !�� !� |�� ��!����� ����� $ *|� �
*��|��� ����| �� !� ������ �'!  {� {}'{3� # � �}|z |�{��� ��|�� ��� ��|{�� }�
|��@�{}|�3� '� ' |}} {}�! ��@� |�� ' $ } $ ! $ � $ ��{� ����3 �� }}  !z� !���� �{� {�
}�{�� ����� ����� $ )��� � '� �{�� ��� �! }}!' |��
� ���������� � �� \] �ag^`mj`�gd_`_p `]^_g]�p^t _� p kp]� _� eb _� p ke^^ eb g
" _p`] pd _dpp `^ g_ f e^_ e]p _� `dl eb `_^ _e_gk kp]� _� �

> {� {�!�{}{� {�� �{A |�{� | /7�1 �{�� { 3
2 + ε

{���!2 |z {�|!� {}�!�|��z
�!� @�{�|y# |�{��|�� ��{��� #{��� !� ��� ��|z {}y��{} z ���!� $ )�� ��|z {}y
��{} z ���!� �{� # ��� {�� }|�� ��  ����� }}3 �! z{�3 ���'!�, ���|�� ��!# }�z �
%��� � $ � $ /ê�1( $ - �������}��� � ���|� ���� }� '{� �����|�|�� # � {��� |� �����{} |�
|�  !��|����� � |�  � }� �! !#�{|� � ���!�z{� � �{�|!� # ����� ��{�

2
�!� *��|���

���� }|,� ��!# }�z � ��|�� �� |� z ���!� $ <!'���� � ���|� {}�!�|��z |� !��� ��y
�!�z �� #3 { �|z� }�  !z# |�{�!�|{} {}�!�|��z � '� | � '� ��� �|# � ��2� $
� �� �������� �

�
	�� 
��� 
��� 
	� 
�

)�� |���{���
1
y*��|��� ����|��| |� { �|z� }� }! {} ��{� � ����|��| $ >� {}} ��{�

��� *��|��� z|� |z�z ���� �!� { ��� !� ��@� |��� ����| ��
R

 {� # � �� !����� ���
|� '� ,�!' ��� ���

I
!� |�� *��|��� ����| �� �|� �

SMT (R) = MST (R ∪ I) $
< ��� ��� {���z ��� !�

SMT (·) {��
MST (·) ���!��� ��� ��� !� ����| �� '� | �

�{� �! # �  !��� ��� $ )�����!�� ��� z{|� ��!# }�z |� �! +�� { �!!�  ! }}� �|!�
!� *��|��� ����| �� $

)�� ����|��| ��{��� ��!z { ��{�� |�� ���� �!� ��� ���z|�{} ��� � | $ � $ I = ∅ $
&� �{ � ���� � '�  �� , '������ ���  ������ �! }��|!�  {� # � |z��!��� #3
{�� |�� { �|�� }� *��|��� �����2

v
|� ��� �! }}!' |�� '{3 ~  !z���� { z |� |z�z

��{�� |�� ���� !�
R ∪ I ∪ {v} � {�� ��z !�� {}} *��|��� ����| �� !� ������ !��

{�� �'! $ )���� {�� � |�� ���{# }� # � {��� !� ��� ��|{�� }� |��@�{}|�3$ &� ���
���� }�|�� *��|��� ���� |� ��!���� � ���� }��

I
# � ��� ��' ��� !� |�� *��|���

����| �� � !����' |��
I

��z{|�� ��� �{z � $ )�� {}�!�|��z ��!�� '��� �! �|�� }�
*��|��� �����2 }�{�� �! {� |z��!��z ��� |� �� |� '{3$ *�� 9 |���� 6 $
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���
� ��	�
 ��
� � 
�������

I ← ∅ $
� �
 ��	

��� ����3
v ∈ V \ (R ∪ I)

�� ~
I ′ ← I ∪ {v} $> �z !�� ����| �� ��!z

I ′
�{� |�� ������

1
!�

2
|�

MST (R ∪ I ′) $�	
mst(R ∪ I ′) < mst(R ∪ I)

	��

I ← I ′ $

�
	�� �! |z��!��z ��� �!��� ���|�� }{�� }!!�
��	
�	

MST (R ∪ I) $
9 |���� 6 ~ &���{��� 1

y*��|��� <���|��| 

��
��
� � �� ���� ��� � �
 ����	��
 ���� � �� p `_pdg_pl um" _p`] pd � pad`^m
_`� g�� `pop^ g] g�� de� `f g_`e] dg_`e eb 3

2

e] �ag^`mj`�gd_`_p `]^_g]�p^ �
� deeb � ��� �! .�!� !�|�|!� � $ê '�  {� {�� }3 ��zz{ 8 $8 ' |��

λ = 1
3 $ ut

4 �{z |}3 !� |���{� �� �!� '� | � �� |� ��� �� # !��� !� ��� � ���!�z{� � �{�|!
|� {�3z��!�| {}}3 �|��� |� ��!'� |� 9 |���� 0 $ <���

SMT (R) = MST (R + s) ��!
smt = (2k + 1)(1 + ε) $ 4 ���z � ��{� ��� |���{��� êy*��|��� ����|��| �{�

��}� ��� {}} *��|��� ����| �� �2 ���
s

�! �{� $ )�� ����� |� |���� �! ����� ���y
�| �� �{�� }�����

1
{�� �{ � !� ���z '{�  �!��� {� |� ���� �� ���

mst
�{}��

#3 !�� $ *|� �
s

�{� ������
1

|�
MST (V ) � ��� |���{��� êy*��|��� ����|��| 

�! �� �!� |� }���
s

|��! |��  ������ �! }��|!� {�� ��!�� ' |�� { *��|��� ���� !�
}�����

3k $ )�� ���� }�|�� }!'�� # !��� |� 3k
(2k+1)(1+ε) ∼ 3

2 $- !�� ��{� |� |� �{���{} �! �! ���  �! | � !� ��� ��2� *��|��� �����2 |� {
�����3 '{3$ )�� }!'�� # !��� �2{z� }� !� 9 |���� 0 �!�� �!� {�� }3 �! �� |�
�����3 ����|!� !� ��� |���{��� êy*��|��� ����|��| � # � {���

s
'!� }� # �  �!���

|� ��� +��� ���� $ 	 |�!�2 /781 ��!'�� �!' �! �� ��� �� ��� �����3 ����|!� !�
��� |���{��� êy*��|��� ����|��| �!� @�{�|y# |�{��|�� |���{� �� $
� �� ��� ��		 �������� 
�� 
���� 
��� 
� 	
��
� � ���
�	

)�� }!��  !���{ �|�� {}�!�|��z �{� { � ���!�z{� � �{�|! ≤ 1.279
�!� �'!

|�������|��  }{���� !� �� � |{} |���{� �� /761 $ -!�� ��{� �� |� |� z� � # �����
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k
*��|��� ����| �� ����� }����� �

1

���� }����� �

1 + ε

9 |���� 0 ~ 4 '!���y {�� �2{z� }� �!� ��� |���{��� êy*��|��� ����|��| ' |��
�����2 ��z !�{} $
��{� ��� � ���!�z{� � �{�|! !�

1.550
��{� �! }�� �!� ��� �����{}  {�� $ )��

��!!� |� #{��� !� {� |��@�{}|�3 '� | � �! }�� �!� ����� �� � |{} |���{� �� $ ��
��� ��� �!�{�|!� !� *� �|!� 8 $
� ���������� � �� ���� ��� � �
 ����	��
 ��� � � \] �ag^`mj`�gd_`_p `]^_g]�p^t
_� p `] p�agk`_�

mst ≤ 2(smt − loss∗)
�ekl^ �

� deeb � &� ���  �� �! ��!�� ��� |��@�{}|�3 �!� �� }}  !z� !����� $ ���
r1, r2, . . .# � ��� ��@� |��� ����| �� {��

v
��� *��|��� �����2 {�� {���z � ' $ } $ ! $ � $ ��{�

Loss = {r1v} $ 9!�
i ≥ 2 � { ��!����� �{�� # ��'���

ri

{��
r1

�{� }����� {�
z !�� |riv|+ |r1v| ≤ 2|riv| $ ut

&� ���|� ��!!� ��{� ����� �2 |��� {  !���{��
ε > 0

�� � ��{� ��� *��|��� ����
��!# }�z |� ��{���  {��!� # � {���!2 |z {��� �� �! { �{ �!�

1 + ε � = ��� {��
. }{��z{�� ���� { ���� �|!� ��!z �����2  !��� /�1 $ )�� ���� }�|�� |���{� �� {��
@�{�|y# |�{��|�� {�� �{�� ��� ��!� ���3 ��{� ��� ��!����� � |��{� � # ��'��� {�3
�'! ����| �� |� �|����

1
!�

2 $ )� |� z{,�� ��� �! }}!' |�� �� � |{}  {�� |�������|�� $
� ���������� � �� \b _� p `]^_g]�p `^ g �ef� kp_p � dg� � g]l gk k pl� p kp]� _�^ gdp
p`_� pd

1
ed

2
t _� p] _� p `] p�agk`_�

mst ≤ 2(smt − loss∗)
�ekl^ �

� deeb � � ��!�� #3
r %���� $ s( ��� ��z# �� !� ��@� |��� %���� $ *��|���( ����| ��

|�
SMT k $ � }�{�}3

mst ≤ 2(r − 1)
�|� � {}} ���� }������ {�� {� z !��

2 � {��
smtk ≥ r + s − 1

�|� �
SMT k

 !��{|��
r + s

����| �� $ ��  {� {���z � ��{�
{}} }!�� ����� �{�� }�����

1 � '� | � |z� }|��
loss∗ = s $ )�����!�� �

mst ≤ 2(r − 1) = 2
(

(r + s− 1)− s
)

≤ 2(smtk − loss∗)

{�  }{|z �� $ ut
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��
��
� � �� ���� ��� � �
 ����	��
 ���� � \b _� p `]^_g]�p `^ �ag^`mj`�gdm
_`_pt ed _� p ^�ed_p^_ l`^ _g]�p jp_� pp] g]� _� e opd_`�p^ `^ p`_� pd

1
ed

2
t _� p]

_� p ke^^ �e]_dg�_`]� gk� ed`_�f �ef� a_p^ g
1.279

g�� de� `f g_`e] b ed
SMT k

�
� deeb � &� �|����  {�� � '� �{��

mst ≤ 2(smtk − loss∗)
#3 .�!� !�|�|!�� � $
{�� � $8 � {�� �� |� }�{�� �! { # ����� ���|z {�� �!� ��� �|��� �{�� �|�� !�

��zz{ 8 $
 $ *|� �
1 + mst−smtk

loss
∗ ≤ smtk

loss
∗ − 1 � '� ���

cost (T1, . . . , Timax
) ≤ smtk + loss∗ · ln

(

smtk

loss∗
− 1

)

.

-!' '� ��� ��� |��@�{}|�3
loss∗ ≤ smtk/2 $ -�z ��| {}}3 !��  {� ��!' ��{�

max
{

x
(

ln
(

1
x
− 1
))

0 ≤ x ≤ 1
2

} .
= 0.278465 $ %)� |� �{}�� |� {��{|��� �!�

x
.
= 0.217812 < 1/3 $( )�� ���!��z �! }}!' � $ ut

&� @�{�|y# |�{��|�� ��{��� { �� }}  !z� !���� ��{� z|� |z |A�� ��� ��� �|!�
fi

 {� # � �!��� |� �! }3�!z|{} �|z � ���� ' |��!�� ��� ���{} �����| �|!� !�
��� ���z|�{} ��z# �� � ��� /761 �!� ���{|}� $ )�����!�� � '�  {� ��� }{ �

smtk' |��
smt

|� )��!��z � $� �!� @�{�|y# |�{��|�� ��{��� $ )�� �!�{} ���� |�� �|z �
|�

O(s2r) � '����
r

|� ��� ��z# �� !� ���z|�{}� {��
s

|� ��� ��z# �� !� �!�y
���z|�{}� $

)�� � ���!�z{� � �{�|! !� ��� }!��  !���{ �|�� {}�!�|��z |� @�{�|y# |�{�y
�|�� ��{��� |� {� }�{��

(5 −
√

2)/3 > 1.195 $ )� |� �! }}!' � ��!z ��� |���{� �
��!'� |� 9 |���� ê: $ )�� *��|��� z|� |z�z ����  !��|��� !�

Tw

{��
Tx �'����{� ��� {}�!�|��z  �!!���

Tu
{��

Tv $ 4 ���� ��{� � Tw
{��

Tx
{�� �!�

|z��!� |�� {�3z !�� � �! ��� {}�!�|��z ��!�� $ )�� ���� }�|�� }!'�� # !��� |�
(

|Tu|+ |Tv|
)/(

|Tw|+ |Tx|
)

= (10 − 2
√

2)/6
.
= 1.195 $ )�� |���{� � ��!'�

|� 9 |���� êê |z� }|�� { }!'�� # !��� !�
1.2

�!� ��� � ���!�z{� � �{�|! !� ���
}!��  !���{ �|�� {}�!�|��z |� �����{} ��{��� $ ���  {�  �� , ��{� ��� *��|���
z|� |z�z ����  !��|��� !� ��� ��!' ����� ?� #�� ��� {}�!�|��z ' |}}  �!!�� ���
*��|��� ����| ��

s
{��

t $ � ��{|}��  {} � }{�|!��  {� # � �!��� |� /ê51 $
� �� ���	


�
�

��� 
�� � ��
�	 � 
�� �� 
���� ���� ������	

��  {}} {� |���{� � !� ��� *��|��� ���� ��!# }�z a] b̀ edf k� �ag^`mj`�gd_`_p |�
|� |� @�{�|y# |�{��|�� {�� ����� |� |���� �! ��� �{z � *��|��� �����2 �{�� ���
�{z � }����� $ )� |�  }{�� !� |���{� ��  !��{|�� |� �{��| � }{� ��� ��'�|�����
|���{� �� {�� � z !�� |�������|�� }3� ��� |���{� �� ��!�� �� #3 {}} ,�!'� ��y
�� �|!�� /� � 
:1 ��{� ��!�� }!'�� # !���� �!� ��� {���!2 |z {�|!� ������! }� !�
��� *��|��� ���� ��!# }�z $

�� ������� |� �� |� �� �|!� {� {}�!�|��z �!� �� � �� � |{} |���{� �� '� | �
�{� { � ���!�z{� � �{�|! !�

1.217
�!� �� |�!�z}3 @�{�|y# |�{��|�� |���{� �� $ )� |�







��

�

�

√
2

√
23−

√
2

3−
√

2

2−
√

22−
√

2

11

1 1

1

1

� �

9 |���� ê: ~ %}���( 4 @�{�|y# |�{��|��
1.195

}!'�� # !��� �2{z� }� �!� ��� }!��
 !���{ �|�� {}�!�|��z $
9 |���� êê~ %�|���( 4 �!�y@�{�|y# |�{��|��

1.2
}!'�� # !��� |���{� � �!� ��� }!��

 !���{ �|�� {}�!�|��z $ 4 }} ����� !� ��� �!' ����� �{�� }�����
5 $ )�� �����

|� |���� �!
s

{��
t
�{�� '�|����

9
{��

6 � ���� � �|��}3$

{}�!�|��z ���� ��� |��{ ��{� ��� *��|��� ���� ��!# }�z |� �|z |}{� �! ��� ���
 !��� ��!# }�z |� �!z � ���� � � $ 	 !��!��� � '�  {� ��!' ��{� ��� {�{}3�|� !�
��� {}�!�|��z |� �|��� $9!� {� |���{� � !� ��� *��|��� ���� ��!# }�z {�� {  !���{��

k � '�  !��|���
��� �! }}!' |�� �3� ����{�� !� ��� ��� !� ���z|�{}� $ 4 ��� !� {� z !��

k
���z|�{}�

|� { �3� ������ |� ��� *��|��� z|� |z�z ���� �!� |� |� �� }} $ )�� }����� !� �� |� �3y
� ������ |� � |��� #3 ��� }����� !� ��� *��|��� z|� |z�z ���� $ )� |� �3� ����{��
 {� # �  !����� ��� |� � ! }3�!z|{} �|z � $ 9 |�� |�� { ��!�����

k
y*��|��� ���� |�

�@� |�{}��� �! +�� |�� { z |� |z�z ��{�� |�� ��#��{�� |� �� |� �3� ����{�� $ &������{} �3� ����{��� �� |� ��!# }�z |� ,�!'� {� ��� f`]`faf ^�g]]`]� ^a j^p_
� dejkpf 
� ""� $ &� |� { �����{}|A{�|!� !� ��� ���  !��� ��!# }�z $ &� ��� �3� ��y
����� �{�� �|A� {� z !��

k � ��� �����3 {}�!�|��z �!� �� |� ��!# }�z %�����3y
	 **( �{� { � ���!�z{� � �{�|! !�

Hk � '����
Hk =

∑k
i=1 1/i = ln k + O(1)/
 ê � 71 $ )� |� |� # ��� � !��|# }� /ê71 $ 4 �|z� }�  !z# |�{�|!� !� �� |� {}�!�|��z

' |�� ��� *��|��� �{�|! {�{}3�|� 3 |�}�� { � ���!�z{� � �{�|! !�
ρk ·Hk−1 ≥ 2 $

&�  {�� !� ��� |���{� �� |��� �� #3 ���
k
y*��|��� ���� ��!# }�z � '� ��{}}

��� ��� �! }}!' |�� ��!� ���3 ~ &� t′
|� { ��#��� !� { ���

t
!� ���z|�{}� � ���� ���

� !�� ? �!  !��� �
t′

����� �! # � �z{}}�� ��{� ���  !�� �!  !��� �
t $ � � |}�

�� |� ��!� ���3 |� �{� ��!z # �|�� �{}|� |� ��� �����{} 	 ** ��!# }�z � |� �� |y
�!�z}3 @�{�|y# |�{��|�� |���{� �� ���  !�� |� ���� ��!� !��|!�{} �! ��� ��z# ��
!� ���z|�{}� $ )� |� |z� }|�� |� �{��| � }{� ��{� ��� �! }��|!�  !��{|�� �!  3 }�� $
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4 }�!�|��z �����3y	 ** {� ��� �|# �� |� /71 {�� }|�� �! �� |�!�z}3 @�{�|y
# |�{��|�� |���{� �� +�� |��! ��� �����{} ��{z �'!�, $ 4���z � ��{� ��� �3y
� �������

t1, . . . , ti−1
�{�� {}��{�3 # ��� ��}� ��� {�� ���!�� #3

ci−1(t)
���

�� ��{�� |� ��� ��z# �� !�  !z�!����� |� ��� �3� ������
t
|� {���� $ )��� ���

��}� �|!� ��� �|!� |� ��� � !�� � ��  !��� �|!� ? �{�|!

fi−1(t) :=
|t|

ci−1(t)
.

��
��
� � �� ����� � � ���
���
� � �
���� � � ���
 � ��� �� �� p � p]pdgk
b dgf p� edh � `_� _� p b a]�_`e]

fi−1(t) := |t|
ci−1(t)

� `op^ g
1.217

g�� de� `f g_`e]
b ed _� p " _p`] pd _dpp � dejkpf `] a] b̀ edf k� �ag^`mj`� gd_`_p � dg� �^ �
� deeb � ���

t∗
# � { �3� ������ !� ��� !��|z {} �! }��|!� $ �� ,�!' ��{� '��� ���

{}�!�|��z �� |��� �! ��}� �
ti � ����� '{� {  !z� ��|�� z|� |z {} ��#�3� ������

t∗′ ⊂ t∗
' |��

ci−1(t
∗′) = ci−1(t

∗) $ 4 �
t∗′

 !����� !��� �! { ��{� ' |��
ci−1(t

∗)+1����� � '� ,�!' ��{�
|t∗′| =

ci−1(t
∗) + 1

c0(t∗) + 1
· |t∗| . %7:(

*! ��� }����� !� { ��#�3� ������ |� �!��� }3 ��!� !��|!�{} �! ��� ��z# �� !�
 !��� �|!�� |� 3 |�}�� %��� � |{}}3 �!� }{��� ��{��( {�� '� ��� ��� �! }}!' |��
|��@�{}|�3$
|ti|

ci−1(ti)
≤ |t∗′|

ci−1(t∗′)
=

ci−1(t∗)+1
c0(t∗)+1 |t∗|
ci−1(t∗)

=

(

1 +
1

ci−1(t∗)

) |t∗|
c0(t∗) + 1

. %7 ê(
� ��

ALG := {t1, . . . , timax
} {��

OPT
# � ��� �3� ������� !� {� !��|z {}

�! }��|!� $ &� !���� �! ���|z {�� ��� }����� !�
ALG

|� ���z � !� ��� }�����
!�

OPT � '� |���!�� � {��|+ |{} ���� ����
A

���� $ A∗ �!� ��� {}�!�|��z| 
{�� �!� ��� !��|z {} �! }��|!� �! z|z | ���  !��� �|!�� {  !z� }|���� #3 ���
�3� ������� !� # !�� �! }��|!�� $ )��� '� � |���|#��� ��� }����� !� ��� ����� |�
A

{z !�� ��!�� |�
A∗ ��|�� { z {��! |�y��3 }� �2 �{��� {���z ��� $

� ��
ALG i := {t1, . . . , ti} $ �� ��+��

`i ∈ N
{��

a1, . . . , a`i
∈
(

R
2

) �� �
��{�

Ai := {a1, . . . , a`i
} �{� ��� �{z �  !��� ���  !z� !����� {�

ALGi $ ��
��{�� ' |��

`0 := 0
{��

A0 := ALG0 = ∅ {�� ���
`i := `i−1 + ci−1(ti) =

`i−1 + c0(ti) $ )�� ��' �����
a`i−1+1, . . . , a`i

⊆ ti
�!�z {� {�# |��{�3 ��{�� |��

���� �!� ��� ����| �� !�
ti $ )�� }����� !�

ti
|� � |���|#���� �� |�!�z}3 {z !��

��� ��' ����� � | $ � $� ���|� }������ {�� |a`i−1+1|, . . . , |a`i
| := |ti|/(`i − `i−1) $���

A := A`imax
$ %� }�{�}3� `imax

|� ��� ��z# �� !� ���z|�{}� z|��� !�� $(
� ��

A∗
0 := ∅ {��

T0 := OPT $ �� ��  ���|��}3 ��+�� �����
A∗

j ⊆
(

R
2

)

{�� �3� �������
Tj � j > 0 $ )! ��+��

A∗
j

'� |����� ��� ����� !�
A

!�� {����


�



{�!���� $ 9!� �{ �
j = 1, . . . , `imax

����� {�� �'! � !��|# |}|�|�� $ &� aj ∈ Tj−1���� '� }��
a∗j := aj

{��
Tj := Tj−1 $ � ����' |�� � Tj−1 + aj

 !��{|�� {  3 }� $
4 �

A
|� { ���� � �� |�  3 }� z���  !��{|� { �3� ������

t∗ ∈ Tj−1 \ A $ �� }��
T ′

j−1 := Tj−1− t∗
{��  �!!�� {� ����

a∗j ⊆ t∗
'� | �  !��� �� ��� |��}3 ��!��

�'!  !z� !����� !�
T ′

j−1

'� | �  !��{|� ��� ���� ! |��� !�
aj $ �� ��z !�� !�� !�

��� ���� ! |��� !�
a∗j

��!z
t∗

�! !#�{|�
t∗′ $ 9 |�{}}3� '� }��

Tj := T ′
j−1 + t∗′+aj �'� | � |� {�{|� { ��{�� |�� ��#�3� ����{�� ' |��!��  3 }�� $ &� �� |� '{3� '�

�{�� ��� }{ �� !�� !� ���  !��� �|!�� |�
OPT

' |�� !�� ��!z
ALG � !� � z !��

��� |��}3� A $ &� # !��  {��� '� ���
A∗

j := A∗
j−1 + a∗j $ ���

A∗ := A∗
`imax

$ )��
��� }{ �z ��� ��! ��� ��+��� { # |� � �|!�

ϕ : A↔ A∗ #3
ϕ(aj) := a∗j $- !�� ��{� �!� ����3 ����

a∗ ∈ A∗ ����� |� { �� |@�� �3� ������
t∗ ∈ OPT' |��

a∗ ⊆ t∗ � # � {���
OPT

 !��{|�� �!  3 }� $ 9!� ����3 �3� ������
t∗ ∈

OPT � ��� ��� !�  !��� �|!�� '� | � �{�� �!� 3�� # ��� ��z !��� ��!z |� ���|��
��� ��� }{ �z ��� �����

j = 1, . . . , `i

|�
Ui(t

∗) := { a∗ ∈ A∗\A∗
`i
| a∗ ⊆ t∗ } $ ���

ui(t
∗) := #Ui(t

∗) $ )��� ��� ��z# �� !�  !��� �|!�� ��z !��� ��!z
t∗

���|��
��� ��� }{ �z ��� �����

j = `i−1 + 1, . . . , `i

|�
ui−1(t

∗)− ui(t
∗) $

)�� {# !�� ��+� |�|!�� |z� }3 ��{�

|ALG | =
imax
∑

i=1

|ti| =
∑

a∈A

|a| =
∑

a∗∈A∗

|ϕ−1(a∗)|

=
∑

t∗∈OPT

∑

a∗⊆t∗

a∗∈A∗

|ϕ−1(a∗)|

=
∑

t∗∈OPT

imax
∑

i=1

∑

a∗⊆t∗

a∗∈A∗

`i
\A∗

`i−1

|ϕ−1(a∗)|

=
∑

t∗∈OPT

imax
∑

i=1

(

ui−1(t
∗)− ui(t

∗)
) |ti|

ci−1(ti)
. %77(

��  {� ���|z {�� ��� |���� ��z ��|�� %7 ê( |� ��� �! }}!' |�� '{3$
imax
∑

i=1

(

ui−1(t
∗)− ui(t

∗)
) |ti|

ci−1(ti)

≤
imax
∑

i=1

(

ui−1(t
∗)− ui(t

∗)
)

(

1 +
1

ci−1(t∗)

) |t∗|
c0(t∗) + 1
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= |t∗| ·
u0(t

∗)− uimax
(t∗) +

∑imax

i=1

ui−1(t
∗)− ui(t

∗)

ci−1(t∗)

c0(t∗) + 1
. %7
(

&� ��� ��z ��{�!� '� �{��
u0(t

∗) = c0(t
∗)

{��
uimax

(t∗) = 0 $ )�� |��@�{}|�3
ci−1(t

∗) ≥ ui−1(t
∗)

|� �{}|� �!� {}}
i � �|� �

Ui−1(t
∗) ⊆ A∗  !��{|�� �!  3 }��

{�� |�� ����� {��  !��{|��� |�
t∗ � #�� � #3 ��+� |�|!� � {�� |�� ��� '�! }�

t∗
�!

ALGi−1
'!� }� 3 |�}�

ci−1(t
∗)

��'  !��� �|!�� $ 4�
u0(t

∗), . . . , uimax
(t∗)

|� {
�!�y|� ��{�|�� ��@��� � !� �{���{} ��z# ��� �

imax
∑

i=1

ui−1(t
∗)− ui(t

∗)

ci−1(t∗)
≤

imax
∑

i=1

ui−1(t
∗)− ui(t

∗)

ui−1(t∗)

≤ H(u0(t
∗))−H(uimax

(t∗)) = H(c0(t
∗)) .

�� �{��
c0(t

∗) + H(c0(t
∗))

c0(t∗) + 1
≤ max

x∈�

x + H(x)

x + 1
=

4 + H(4)

4 + 1
=

73

60
,

�! %7
( |� # !����� #3 73
60 |t∗| $ .���|�� �� |��� �!������ � '� !#�{|�

|ALG | =
∑

t∗∈OPT

imax
∑

i=1

(

ui−1(t
∗)− ui(t

∗)
) |ti|

ci−1(ti)

≤
∑

t∗∈OPT

|t∗| · 73
60

=
73

60
· |OPT | ,

{� ���|��� $ ut

4� |�������|�� ��{���� !� ��� �����3y	 ** {}�!�|��z |� ��{� '� �{�� {
z {� � |�� }!'�� # !��� |���{� � � ��{� |� � ��� {�{}3�|� |� �|��� $

� ��
p ∈ N $ )�� ���z|�{}� {ri,j}i,j=1,...,p

!� !�� |���{� � {�� {��{���� |�
�!�z !� {

p×p
��|� $ �� {}�! �{�� { ���z|�{}

r0 $ )�� ��� !� � !����|{} *��|���
����| �� |�

U ∪W � '����
U = {u1, . . . , up}

{��
W := {w1, . . . , wp} $ x{ �

ui

|� {�� { ��� �!
r0

{�� �!
ri,j

�!� {}}
j � {�� �{ �

wj

|� {�� { ��� �!
r0

{��
�!

ri,j

�!� {}}
i $ )�� !��|z {} �! }��|!� ���� ��� *��|��� ����| ��

W $ 4 }} �����
|� |���� �!

wi ∈W
�{�� }����� 1

p+1 � �!
smt ≤ p $ *�� 9 |���� ê7 �!� ���  {��

p = 4 $
� ��

v ∈ U ∪W
{�� }��

fi(v) := mint fi(t) � '����
t
�{���� !��� {}} ��#����

!� ��� ��|��#!��!!� !�
v $ - !�� ��{� ��� z|� |z�z |� {��{|��� �!� {}} z {2 |z {}
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t
��{� |������ � ' |�� �{ �  !z� !���� !�

(R, {t1, . . . , ti})
{� z !�� !� � $ 4 � {}}

�����
t
 !��� � ��� �{z �  !z� !����� � ���|� �� � � |� ��� �{z � $ )�����!�� � |��� |�!�z}3 @�{�|y# |�{��|�� |���{� �� ��� {}�!�|��z ��� �|��}3  �!!��� *��|���

����| ��
vi

z|� |z |A |��
fi−1(vi) $

�� ' |}} �!� � �����3 y	 ** �!  �!!�� ��� *��|��� ����| ��
u1, . . . , up

|�
�� |� !���� #3 ��+� |�� ��� }������ !� ��� ����� |� |���� �! ��� *��|��� ����| ��
ui ∈ U

|� �� � { '{3 ��{�
fi−1(ui) ≤ fi−1(wj)

�!� {}}
i

{��
j $ - !�� ��{�

{�� |�� {�
ε > 0

�! ��� }����� !� ��� !��|z {} ����� '!� }� #��{, ��� �|� |�
!�� �{�!� $ =3 �3zz ���3� fi−1(wj)

|� |���� ������ !�
j

|� �{ � ���� $ � }�{�}3
��� ���� }������ �!�

u1
z��� # � 1

p+1 � ��� �{z � {� �!�
w1, . . . , wp $ � |��� ��{�

��� {}�!�|��z �{� {}��{�3 � | ,��
u1, . . . , ui � '�  {} � }{�� ��� ���� }������ �!�

ui+1
{� �! }}!' � $ 9!� {}}

j � ��� ���z|�{}�
r1,j, . . . , ri,j

{�� {}��{�3  !��� ��� �!
r0 � �! '� �{��

fi(wj) = p+1−i
(p+1)(p−i) $ �� ��� !���� �{�� � ui+1

' |}} ��|}}  !��� �
p

���z|�{}� �!
r0 $ )! # �  !z� ��|�|�� ' |��

wj � |�� ���� }������  {� {�� ��
�!

p · fi(wj) = p(p+1−i)
(p+1)(p−i) $ )�����!�� '� }�� ��� }����� !� ��� ����� |� |����

�!
ui

# � p(p+1−i)
(p+1)2(p−i)

$
)�� �{�|! # ��'��� ��� }������ !� ��� {}�!�|��z| {�� ��� !��|z {} �! }��|!�

|�
(

p−1
∑

i=0

p(p + 1− i)

(p + 1)(p − i)

)/

p =

p−1
∑

i=0

(p − i) + 1

(p + 1)(p − i)
=

p + H(p)

p + 1
.

)� |� ��{ �|!� |� z{2 |z |A�� �!�
p = 4

'���� |� z{� ��� ��� ��{�{����� � ��y
�!�z{� � �{�|! !�

73/60
��!��� {#!�� $ )�� '!���y {�� |���{� � |� ��!'� |�

9 |���� ê7 $
4� ��'�|����� '!���y {�� |���{� � �{� # ��� ��������� |� /ê51 $
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4 �{���{} @����|!� {# !�� {���!2 |z {�|!� {}�!�|��z � �!� ��� *��|��� ���� ��!# y
}�z |� �!' �z{}} ���|� � ���!�z{� � �{�|!  {� ��� $ &� �� |� �� �|!� '� �����3
�!z � ���� }�� ��{� ��{} ' |�� �� |� @����|!� $

4 � {}��{�3 z ���|!��� |� ��� |���!�� �|!� � |� |� ,�!'� ��{� ��� � ���!�y
z {� � �{�|! !� { � ! }3�!z|{} �|z � {���!2 |z {�|!� {}�!�|��z �!� ��� *��|���
���� ��!# }�z |� ��{���  {� �!� ��� {�# |��{�|}3  }!�� �! ê � �� }���

P = NP $
)� |� |� {  !���@��� � !� ��� �{z !�� .�. y)��!��z ��� �! 4�!�{ � ���� �	 !�'{� | � *��{� {�� *A����3 /ê1 �!������ ' |�� { ���� �|!� ��� �! =��� {��
. }{��z{�� /�1 $
��
��
� � �� ������ 
� � � � ��� � � 
�� � ������ ��� ��� � �� pdp p� `^_^
^ef p �e]^_g] _

c > 1
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9 |���� ê7 ~ 4 '!���y {�� |���{� � �!� ��� {}�!�|��z �!� �� |�!�z}3 @�{�|y# |�{�y
�|�� ��{��� $

b ed _� p " _p`] pd _dpp � dejkpf `] � dg� �^ �g] �gop g � pdb edf g]�p dg_`e ^f gk kpd
_�g]

c
t a]kp^^

P = NP
�

)��  !���{��
c
|� ��� {# !�� ���!��z  !� }� |� ��|� |� }� # � �2��{ ��� ��!z

��� ��!!�� � �!'���� |� '!� }� ���� !�� �! # � �2���z �}3  }!�� �!
1 $ )�� ��{�!�

�!� �� |� |� z{|� }3 ��{� ���  !���{��� |��! }��� |� ��� +��� ����|!� !� ��� .�. y
)��!��z {�� ���3 }{��� $ 4�� |�|!�{}}3� ��� ���� �|!� !� =��� {�� . }{��z{��
'� | � ���� �� ��� ��!# }�z -!��y�!���y= �! ��� *��|��� ���� ��!# }�z |�
��{��� � {}�! }!��� |� ��� �!�y{���!2 |z {# |}|�3  !���{�� $ - �������}��� � ���|�
���� �|!� |� ��|}} ��� �|������ ���� �|!� ,�!'� # ��'��� ����� �'! ��!# }�z �
{�� |z��!��� �!�y{���!2 |z {# |}|�3 ���� }�� �!� ��� -!��y�!���y= ��!# }�z
{}�! |z��!�� ��� �!�y{���!2 |z {# |}|�3 ���� }�� �!� ��� *��|��� ���� ��!# }�z |�
��{��� $ )�����!�� '� �2� }{|� ���|� ���� �|!� |� z !�� ���{|} # �}!' $

)�� -!��y�!��� ��!# }�z {�,� �!� { z |� |z�z ��� !� �!��� |� { ��{�� ��� � ��{� ����3 ���� |� ��� ��{�� |� |� |���� �! {� }�{�� !�� �!�� ��!z
�� |� ��� $ -!��y�!���y= |� ��� �{z � ��!# }�z � #�� �����| ��� �! ��{��� '����
��� z{2 |z�z ������ !� ����3 �!�� |� # !����� #3 {  !���{��

B $ = ��� {��
. }{��z{�� �{�� ��!'� ��{� �!!� {���!2 |z {�|!� {}�!�|��z � �!� ��� *��|���
���� ��!# }�z |� ��{��� {}�! |z� }3 �!!� {���!2 |z {�|!� {}�!�|��z � �!� -!��y
�!���y= $
�
�� � � �� �� 
�� � � ����� ��� ��� � \b _� pdp p� `^ _^ g �ek�]ef `gk _`f p g� m
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9 |���� ê
 ~ 4 ���� �|!� ��!z -!��y�!���y= �! ��� *��|��� ���� ��!# }�z |�
��{���

fg]�p dg_`e
1 + ε

t _� p] _� pdp p� `^_^ g �ek�]ef `gk _`f p g�� de� `f g_`e] gk� em
d`_�f b ed � elpm�eopdms � `_� � pdb edf g] �p dg_`e

1 + (B + 1)ε
�

� deeb � ���
G = (V,E)

# � {� |���{� � �! ��� -!��y�!���y= ��!# }�z $ �� ' |}}
��!' �!' {�

(1 + ε)
y{���!2 |z {�|!� {}�!�|��z �!� ��� *��|��� ���� ��!# }�z

|� ��{���  {� # � ���� �! ��� {
(1 + (B + 1)ε)

y{���!2 |z {�|!� {}�!�|��z �!�
-!��y�!���y= $

�� +��� ��{���!�z ��� ��{��
G

|��! { ��{��
H

��{� |� {� |���{� � �!
��� *��|��� ���� ��!# }�z |� ��{��� {� �! }}!' � ~ �� �{ � ����

e
!�

G
� }{ � {

���z|�{}
te $ 9������z !�� {�� { ���z|�{}

t
��{� |�  !��� ��� �! {}} ����| ��

|�
G $ *�� 9 |���� ê
 �!� {� �2{z� }� !� �� |� ���� �|!� $
�� ���!�� ��� }����� !� { *��|��� z|� |z�z ���� |�

H
#3

smt
{�� ���

�|A� !� { z |� |z�z �!��y !��� |�
G

#3
nc $ 9 |��� '� ��!' ��{�

smt
{��

nc� |��� �2{ �}3 #3 ��� ��z# ��
m

!� ����� |�
G

~

smt = nc + m %78 (
)! ��� �� |� �!�� +��� ��{� {�3 �!��  !��� |�

G
 {� # � ��{���!�z �� |��! {

*��|��� ���� �!�
H

{� �! }}!' � $ �!��� � ���z|�{}
t

�! ��� ����| �� ��!z ���
�!��  !��� $ -!' �{ � !� ��� ��z{|� |��

m
���z|�{}� �{� { ��|��#!� |� ���

�!��  !��� $ )��� � { *��|��� ���� |� �!��� !� }�����
nc + m $- �2� '� ��!' �!' �! ��� { �!��  !��� !� �|A�

smt−m
��!z { *��|��� ����

SMT
!� }�����

smt $ 9 |��� '� �!�z{}|A� ��� *��|��� ����
SMT

{� �! }}!' � $
&� ����� �2 |��� { ���z|�{}

te
��{� �{� ������

2 � ���� {� }�{�� !�� !� |�� �'!
��|��# !�� |� �!�  !��� ��� �!

t $ 4�� �� |� ���� {�� �����!3 ��� ���� }�|��  3 }�
#3 ��z !� |�� {� ���� ��{� |� �!� |� |���� �!

t $ )� |� �� ��{��� ��� ��z# ��
!� ���z|�{}� � |� ����� ��!z

t
��{� �{�� ������

2
#3 !�� ' |��!�� |� ��{�|��

��� }����� !� ��� *��|��� ���� $ =3 |���{�|�� �� |� ��!  ��� '� z{3 {���z � ��{�
SMT

 !��{|�� �! ���z|�{}�
te

!� ������
2 $ -!' |� |� �{�|}3 ���� ��{� ���
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*��|��� ����| �� |�
SMT

 !���|���� { �!��  !��� |�
G

!� �|A�
smt −m $ )� |�

��!��� x@�{�|!� %78 ( $*��� !�� '� �{�� {� {���!2 |z {�|!� {}�!�|��z �!� ��� *��|��� ���� ��!# }�z
|� ��{��� ��{� ������� { �! }��|!�

SMT ′ !� }�����
smt ′ ≤ (1 + ε) · smt

�!�
��� ��{��

H $ 9�!z �� |� '�  {�  !����� � { �!��  !��� �!�
G

!� �|A�
nc ′ =

smt ′ −m
{� ��� �|# �� |� ��� ��!!� !� x@�{�|!� %78 ( $ )�����!�� '� ��� ~

nc ′ = smt ′ −m ≤ (1 + ε) · smt −m

= (1 + ε) · (nc + m)−m

= (1 + ε) · nc + ε ·m
*|� �

G
|� { ��{�� ' |�� z{2 |z�z ������

B � {�3 �!��  !��� |�
G

z���
�{�� �|A� {� }�{��

m/B � | $� $� '� �{��
m ≤ nc · B $ )��� '� ���

nc ′ ≤ (1 + ε) · nc + ε · nc · B = nc · (1 + (B + 1) · ε) ,

��!� |�� ��� }�zz{ $ ut
� �zz{ 5 $7 |zz �� |{��}3 � |��� �!�y{���!2 |z {# |}|�3 ���� }�� �!� ��� *��|���

���� ��!# }�z |� ��{��� � {� �! !� {� !�� ,�!' � �!�y{���!2 |z {# |}|�3 ���� }�� �!�
�!��y !���y= $ �������}3� ��� ���!����� �!�y{���!2 |z {# |}|�3 ���� }� �!� �!��y
 !���y= |� ��� �! =��z{� {�� 
 {�� |��, | ~
��
��
� � �� �� 
�� �� � ���� ���� � ��� � � e �ek�]ef `gk _`f p g�� de� `f gm
_`e] gk� ed`_�f b ed � elpm�eopdm� �g] �gop g � pdb edf g]�p dg_`e jpke�

1.0128
t

a]kp^^ ��� �e�� �
9�!z �� |� ���� }� {�� ��zz{ 5 $7 !�� |zz �� |{��}3 ����

�
�� � � �� � e � ek�]ef `gk _`f p g�� de� `f g_`e] gk� ed`_�f b ed _� p " _p`] pd
_dpp � dejkpf `] � dg� �^ �g] �gop g � pdb edf g]�p dg_`e jpke�

1.0025
t a]kp^^

��� �e�� �

)� |� }!'�� # !��� �{� # ��� |z��!��� �� ���}3 #3 )� |zz /
:1 '�! ����
{ �!�y{���!2 |z {# |}|�3 ���� }� !� < ���{� /ê�1 �!� 	 {2 yx
y� |�y7 �! !#�{|� ���
�! }}!' |�� # !��� $
�
�� � � �� ������ ���� � � e �ek�]ef `gk _`f p g�� de� `f g_`e] gk� ed`_�f
b ed _� p " _p`] pd _dpp � dejkpf `] � dg� �^ �g] �gop g � pdb edf g]�p dg_`e jpke�
1.0074

t a]kp^^ ��� �e�� �
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# !���

1.0074
{�� ��� ��� �� # !���
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!� ��� {���!2 |z {�|!� ������! }�

�!� ��� *��|��� ���� ��!# }�z � |� ��{��� $ 4� ��� ���� �|!� #3 )� |zz ��!�� ��
�� |�!�z}3 @�{�|y# |�{��|�� |���{� �� � '� ��� ��{� ��� {���!2 |z {�|!� ������! }�
|� �� |�  {�� |� # ��'���

1.0074
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