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1 Einleitung

Worum soll es in dieser Vorlesung gehen, was ist das
eigentlich: Bioinformatik? — Eine subjektive Sicht.

1.1 Daten: Womit haben wir es zu tun?

e Strings — Sequenzdaten, beschreiben Nuklein-
sduren (DNA) und Aminosiuren (Proteine).

e Punktkoordinaten — Atome, 3D-Struktur von
Proteinen.

e AhnlichkeitsmafSe — z.B. aus paarweisen Verglei-
chen.

1.2 Aufgaben: Was ist zu tun?

e Auffinden von Ahnlichkeiten zwischen Teilstruk-
turen und Finden einer Zuordnung.

— Auswahl der Teilstrukturen: z.B. Substring
oder Atommenge.

- Explizite Zuordnung: z.B. String-Align-
ment, 3D-Uberlagerung.

e Strukturierung der Ahnlichkeitsbeziehungen.

— Assembly: z.B. ein komplettes Genom aus
sequenzierbaren Teilstiicken zusammen-
bauen.

— Clustering: finde Gruppen von Dingen, die
(1.) untereinander sehr dhnlich, aber
(2.) unéhnlich zu den tiibrigen sind.

- Phyloger}'etik: finde einen (Stamm-) Baum,
der die Ahnlichkeiten wiederspiegelt.

— Globale und lokale Eigenschaften des Ahn-
lichkeitsgraphen.

1.3 Methoden: Wie tun wir es?

String-Algorithmen und -Datenstrukturen.

- dynamische Programmierung.
- Suffixbdume.

e Singuldrwertzerlegung. Die Singuldarwerte einer
Matrix kann man als verallgemeinerte Eigen-
werte aufassen. Aus den zugehorigen Eigen-
vektoren kann man Cluster ableiten. Anwen-
dungen: 3D-Uberlagerung, Clustering (Goo-

gle).

e Graphentheorie — taucht an vielen Stellen auf,
z.B. Eulertour (sequence shuffling), Zusam-
menhangszahl (Clustering).

e Den Zufall verstehen.

— Abgrenzung signifikanter Ergebnisse von
Zufallstreffern.

— Die wahrscheinlichste Erkldrung finden:
z.B. Hidden Markov Models, Maximum Li-
kelihood Trees.

2 Strings

Bezeichnungen Sei ¥ ein endliches Alphabet mit
|¥| > 2. (Z.B. die Menge der Nuklein- oder Ami-
nosauren.) Mit X" bezeichnen wir die Menge der
Worter der Lange n iiber dem Alphabet Y. Wie {ib-
lich sei ¥* := (o, X", wobei X% = {e}, € das
leere Wort. Fiir S € X" sei |S| = n die Linge
von S. Die Begriffe Wort, String und Sequenz sind
werden in diesem Kontext praktisch synonym ge-
braucht, aber zwischen Substring und Subsequenz
(auch Teil- statt Sub-) ist gut zu unterscheiden.

Definition 1. Seien S,T € ¥* Strings.

e S[i] = i-tes Zeichen von S.
(Statt S|¢] sieht man oft auch S(i) oder S;.)
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o Sli..jl = S[i]S[i+1]...8[j].
(Sli..j)=efiri>j.)

e S heildt Substring von T, falls es 7 und j gibt, so
dass S = T7i..j].

e S heiRt Subsequenz von T, falls es Positio-
nen i; < < i) gibt, so dass S =
T[il]T[ig] .. .T[’L'|S|].

e S[1..4] ist das Prdfix von S bis zum i-ten Zei-
chen.

e S[i..|S|] ist das Suffix von S ab dem i-ten Zei-
chen.
2.1 String Matching

Gegeben: Pattern P € ¥™ und Text T € ¥".

Gesucht: Kleinstes ¢ mit P = T'[i .. i + |P| — 1], oder
1 =0, falls P kein Substring von T ist.

Wir kénnen m < n voraussetzen. (In der Regel ist
m < n.) Durch Suche im verbleibenden Text findet
man alle Vorkommnisse von P in 7.

2.1.1 Brute Force

Die erste Losung, die einem zum String Matching
Probem einfillt, ist wohl der

Algorithmus Brute Force String Matching

Fori=1,....n—m+1: O(n)
Vergleiche, ob P =TT[i .. i +m — 1]. O(m)
Im Beispiel P = a™ ', T = a" 'b werden

alle mn Paare von Positionen miteinander vergli-
chen, die Laufzeit ist also im schlechtesten Fall nur
O(mn). Tatsachlich ist das String Matching Problem
in O(m + n) l6sbar, also um einen Faktor m schnel-
ler.

Erwartete Laufzeit Andererseits sieht man leicht,
dass die erwartete Laufzeit des Brute Force Algo-
rithmus, wenn P € ¥™ und T € X" gleichverteilt
zufillig gewéhlt sind, ebenfalls O(m + n) ist: Sei
s:=|X| > 2. Dann ist

Pr(Plj] = Tli+j— 1)) = 1/s.
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Dann ist fiir jedes i ist die erwartete Anzahl von Ver-
gleichen, bis feststeht, dass P # T'[i .. i + m — 1],
beschrankt durch

m

, 1—-1/s™
/i t="—1" <9,
> 1/s 1-1/s =

j=1

Die erwartete Anzahl von Vergleichen in jedem
Durchlauf der for-Schleife ist also konstant (O(1)
statt wie im schlechtesten Fall O(m)). Aus der Li-
nearitdt des Erwartungswertes folgt, dass die erwar-
tete Gesamtlaufzeit O(n) = O(m + n) ist.

Rivest (1977) hat gezeigt, dass jeder String Mat-
ching Algorithmus im schlechtesten Fall mindestens
n — m + 1 viele Zeichen von T lesen muss, bis das
Ergebnis feststeht.

i=1 // lauft iiber T
ji=1 // lauft iiber P
while (i <n) and (j < m)
if (P[j] = T[i])
i1=1+1 // weiterin T
j=7+1 // weiter in P
else
1=1—7j+2 // néchster Versuch in T’
ji=1 // zuriick zum Anfang von P
if (j >m)

i=1i—m // Anfang des gefundenen Matches
else
i=0 // P ist kein Substring von T’

Abbildung 1: Brute Force String Matching

2.1.2 Knuth-Morris-Pratt

Ein einfaches Beispiel zeigt, wie der Brute Force Al-
gorithmus (Abb. 1) verbessert werden kann.

1

T a b d b ¢ f g b
2 3 4 6 7 8
P a b ¢ d a b e

next; O 1 1 1 1 2 3

FNENY S

next}OlllOll

Abbildung 2: Beispiel

Der Brute Force Algorithmus wiirde in der Si-
tuation in Abb. 2 als néchstes j = 2 und i = 1
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setzen. Aufgrund der vorangegangenen Vergleiche
wissen wir aber, dass P[1..7] = TJ1..7] ist. Da
P[1..3] = P[5..7] gilt, konnen wir das Pattern gleich
um 4 Positionen nach rechts verschieben.

Idee des Algorithmus von KMP In der Zeile next;
ist angegeben, welche Position des Patterns als
néchstes mit T[i] zu vergleichen ist, wenn der Ver-
gleich an Stelle j des Pattern einen Unterschied lie-
fert. Der Wert next; = 0 bedeutet, dass ¢ um 1 er-
hoéht wird. Konkret ist

next; =max{ k| P[1..k—1] = Plj—k+1..5—1] }.
j { J J

Der Hauptteil des KMP-Algorithmus ist in Abb. 3 an-
gegeben.

i=1 // lauft iber T
ji=1 // lauft iiber P
while (i <n) and (j < m)

while (5 > 0) and (P[j] # T[i])

J = next] // Pattern P verschieben
t=1+1 // weiterin T
j=j+1 // weiter in P

if (j >m)

i=1i—m // Anfang des gefundenen Matches
else
i=0 // P ist kein Substring von T’

Abbildung 3: KMP-Algorithmus, Hauptteil

Das ,and“ in der inneren while-Schleife ist ein
conditional and“, d.h. die rechte Seite der Bedin-
gung wird nur ausgewertet, falls die linke zutrifft.

Im Beispiel aus Abb. 2 wird in der Situation ¢ =
j = 8 zunéchst j = nextg = 4 gesetzt. DaT[8] =f #
d = P[4], wird als nichstes j = next, = 1 gesetzt
und wegen T'[8] = f # a = PJ1] schliellich j = 0.
Im néchsten Schleifendurchlauf geht es dann weiter
mit 7'[9] und P[1].

Falls Plnext;] = P[j], so steht der Ausgang des
néchsten Vergleiches bereits im voraus fest. Mit der

folgenden Definition werden solche unnétigen Ver-
gleiche geschickt vorweggenommen.

next; = max{ k | P[1.. k—1] = P[j—k+1 .. j—1]
A P[5 # Plk] } U{0}.

In Worten: next; — 1 ist die Lénge des léngsten Pré-

fixes von P, das zugleich ein Suffix von P[1 .. j — 1]
ist, und zudem P[next’] # P[j] erfiillt.

Im Beispiel aus Abb. 2 ergibt sich derselbe Ablauf.
Im Beispiel aus Abb. 4 wird dagegen der Vergleich
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T:-|labcdababec......

P.labcdabce

abcdabce ™
abcdabce

Abbildung 4: Beispiel zu next; vs. next;.

in Zeile (*) eingespart. Gema(3 Spalte 7 in Abb. 2 ist
ndmlich next; = 3, aber next’, = 1.

Wie man in einem Preprocessing die next)-Werte
in O(m) berechnet, sehen wir gleich.

Ende VL 2002-10-21

Korrektheit des KMP-Hauptalgorithmus Wir be-
trachten gleich die Variante mit den next}-Werten.
(Wegen next; < next; folgt daraus auch die Kor-

rektheit fiir next;.)

Wie weit darf der KMP-Algorithmus das Pattern
verschieben, wenn in einem Durchlauf der duf3eren
while-Schleife bei P[j] # T[i] erstmals ein mismatch
auftrat? Offenbar mindestens um

s = min{t|P[l.j—t]=Thi—j+1+¢t..4 }.

=P[l .. j—t—1]P[j—t]  =P[t+1 .. j—1]T[4

Mit der Substitution j — ¢t < k wird daraus

s = min{j—k|P[l.k-1]=P[j—k+1. j—1]

APl =T[] }.
N————
= P[k]#P]j]
> min{ j—k|P[l.k=1]=P[j—k+1 .. j—1]

A PIk] # P[j] } .

Wir diirfen also um s schieben, aber der KMP Algo-
rithmus schiebt tatséchlich nur um j — next} < s.

Laufzeit des KMP-Hauptalgorithmus Das Pattern
wird in der Zeile j = next; nach rechts verschoben
(relativ zum Text), nachdem ein Mismatch gefun-
den wurde. Die Zeile j = next; wird jedoch héch-
stens so oft ausgefiihrt wie die Zeile i = i + 1, da
stets j < next; gilt und j nur zusammen mit ¢ inkre-
mentiert wird. Da ¢ nur n mal inkrementiert werden
kann, ist die gesamte Laufzeit (nach dem Preproces-
sing) also O(n).
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Preprocessing Der Schliissel zur Berechnung von
next; ist die Beobachtung, dass am Ende jedes
Durchlaufes der dul’eren while-Schleife im Haupt-
teil gilt P[1..j—1] =T[i —j+1..i— 1]. Die next-
Werte konnen daher analog zum Hauptteil berech-
net werden, indem man das Pattern mit sich selbst
vergleicht (Abb. 5).

i1=1 // lauft iiber P (statt T)
Jj=0 // lauft iiber P
next; =0 // spezieller Wert

while (: < m)
while (5 > 0) and (P[j] # PJi])

J = nextj
1=1+1
J=J+1

// einfacher wdre: next; = j
// besser ist:

if (P[j] = P[il)
next; = next;
else
next; =j

Abbildung 5: KMP-Algorithmus, Preprocessing

Korrektheit und Laufzeit des KMP-Preproces-
sings Die Korrektheit ergibt sich durch Induktion
iberi =1,...,m, daman zum Berechnen von next;
nur die next;-Werte fiir j < ¢ verwendet. Der Wert
next; = 0 ist nach Definition korrekt. Wir schlie-
Ben nun von 7 auf ¢ + 1. Aus der Korrektheit des
Hauptalgorithmus folgt, dass am Ende jedes Durch-
laufs der dulleren while-Schleife gilt: P[1 .. j — 1]
ist das lédngste Prafix von P, das zugleich ein Suffix
Pli—j+1.i—1]von P[1..¢— 1] ist. Daraus folgt
sofort die Korrektheit fiir den Fall P[j] # P[i]. Im
Fall P[j] = P[i]ist P[1 .. j] = P[i—j +1 .. i]. Daher
ist

next; = max{ k| P[l.. k—1] = Pli—k+1 .. i—1]
| S —
=Plj—k+1 .. j—1]
A Pli] # P[k] } U {0}
~
=P[j]
= next;.
Die Laufzeit O(m) fiir das Preprocessing ergibt

sich vollig analog zum Hauptteil, da nun P an die
Stelle von T tritt.

2.1.3 BLAST

Das Akronym BLAST steht fiir basic local alignment
search tool. Blast wurde von Altschul, Gish, Mil-
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ler, Myers und Lipman 1990 vorgestellt und hat weit
verbreitete Anwendung gefunden. Um zu beschrei-
ben, was Blast tut, schicken wir ein paar Definitio-
nen vorweg.

Definition 2. Seien S,T € X* Strings.

e Ein Segmentpaar besteht aus Substrings S’ C S,
T C T mit|S'| =T

e Der Wert eines Segmentpaares ist

|S”]

d(S',T") =" 8(S'[i], T'[i]),

i=1

wobei § € Z¥*% ein Ahnlichkeitsmal ist.

(Z.B. eine Aminosduren-Substitutionsmatrix
wie PAM250 oder BLOSUMG62.)

e Ein Segmentpaar heil’t lokal maximal, falls
sein Wert nicht vergrof3ert werden kann, indem
man links oder rechts Zeichen hinzu- oder weg-
nimmt.

e Ein Segmentpaar heilst maximal, falls sein Wert
maximal ist. Abkiirzung: MSP (fiir maximal
segment pair).

Funktionalitit

Gegeben: Anfragesequenz S, Sequenzdatenbank
{T1, ...}, kritischer Wert C.

Gesucht: Alle Sequenzen der Datenbank, die zusam-
men mit S ein MSP vom Wert > C enthalten.

Blast ist ein heuristisches Programm, es ist nicht
garantiert, dass alle Treffer gefunden werden. An-
dererseits ist die mathematische Problemformulie-
rung eine Abstraktion dessen, wonach man in der
Praxis sucht.

Methode

e Konstruiere die Menge {Pi,...,Py} aller
Strings, die zu einem Substring von S der Lidn-
ge w einen Ahnlichkeitswert > ¢ haben. (w und
t sind heutistische Parameter.)

e Finde alle (exakten) Vorkommnisse von
{Py,...,Py} in der Datenbank mittels (ei-
ner Variante) des Algorithmus von Aho und
Corasick.

e Versuche, die gefundenen Segmentpaare zu ei-
nem lokal maximalen Segmentpaar mit Wert
> C zu erweitern.



Algorithmen in der Bioinformatik  Clemens Gropl

Laufzeit (im wesentlichen...)

e Linear in N.
e Linearin ) |T;|.

e Die Suche nach lokal maximalen Segmentpaa-
ren wird heuristisch abgebrochen. (Exakt in
O(|T;|) moglich)

2.1.4 Aho-Corasick: Multiple String Matching

Wir wenden uns nun dem zweiten Teilproblem (aus
der Skizze) des Blast-Algorithmus zu.

Gegeben: Menge von Patterns {P;,..., Py} C X*
und Text T' € X"

Gesucht: Aufzihlung der Paare (i,p), so dass an
Position i des Textes das Pattern P, beginnt, d.h.,
P, =Tli..i+|P,| —1].

Das Multiple String Matching Problem kann of-
fenbar durch N-maligen Aufruf des Algorithmus
von Knuth-Morris-Pratt in O(m + Nn) gelost wer-
den, wobei m := Z;V:l |P,| die Gesamtldnge aller
Patterns ist. Dabei startet man KMP auf dem verblei-
benden Text jedesmal neu, um alle Treffer zu finden.

Der Algorithmus von Aho-Corasick 16st das Multi-
ple String Matching Problem in O(m+n+ k), wobei
k die Anzahl der Treffer ist. FEr ist eine Verallge-
meinerung des Algorithmus von Knuth-Morris-Pratt
und macht wie dieser keine Riickwartsschritte im
Text. Die Patterns werden in einem keyword tree
zusammengefasst. Die next-Werte werden durch
failure links“ ersetzt.

Ende VL 2002-10-28

Definition 3. Ein keyword tree fiir eine Menge von
Patterns {P;,...,Py} C X* ist ein Baum K =
(V, E) mit einer Wurzel root(K), in dem die Kan-
ten von der Wurzel weggerichtet und mit Buchsta-
ben gelabelt sind. Alle ausgehenden Kanten eines
Knotens haben verschiedene Labels. Der String aus
den Buchstaben auf den Kanten auf dem Pfad von
der Wurzel zu einem Knoten v sei mit L(v) bezeich-
net. (L(root) = e¢.) Falls L(v) = P,, so trdgt v
einen entsprechenden Vermerk pat(v) = p, anson-
sten pat(v) = 0. Alle L(v) sind Préfixe von Patterns
und jedes Pattern P, kommt als P, = L(v) fiir ein
v €V vor.

1{Jbungsaufgabe!
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Aufgrund dieser Definition iiberzeugt man sich
leicht, dass die Abbildung v — L(v) injektiv ist.

Ein Beispiel fiir einen keyword tree ist in Abb. 6
gegeben.

Abbildung 6: Keyword tree fiir {berg, bube, buch,
buche, tal}

Zur Beschreibung des Algorithmus von Aho und
Corasick (Abb. 7) brauchen wir einige Definitionen.

Definition 4. Sei K = (V,E) keyword tree fiir
{P1,...,Py}und v € V(K).

e Die Ubergangsfunktion succ : V x ¥ — VU{fail}
ist definiert durch

succ(v,a) :=
weV, mitL(v)a= L(w), oder
fail falls kein solches w existiert.

e Die failure links flink : V' — V sind definiert
durch flink(v) := w, wobei L(w) das ldngste
Prifix eines P, ist, das zugleich ein echtes Suf-
fix von L(v) ist. (Spezialfall: flink(root) = root
— ¢ hat kein echtes Suffix.)

e Zusétzlich hat jeder Knoten v noch einen output
link olink(v) € V' U {fail}, der (falls vorhanden)
auf den néchsten Knoten w mit pat(w) # 0
zeigt, der von v aus tiber failure links erreich-
bar ist.

Korrektheit des AC-Hauptalgorithmus Analog
zum KMP-Algorithmus zeigt man, dass am Ende
jedes Durchlaufes der dufleren while-Schleife gilt:
L(v) ist das lidngste Préfix eines Patterns, das zu-
gleich ein Suffix von T'[1 .. ¢ — 1] ist. [...]
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i=1 // lauft iber T
v=root // L(v)lauft iiber Prifixe von Patterns
while (i < n)
while (v # root) and (succ(v, T'[i]) = fail)
v = flink(v) // zuriickspringen in K
if (succ(v, T'[i]) # fail)
w = v = succ(v, T[i])

if (pat(v) # fail) // Matches ausgeben
print (Z - |Ppat(v)|a pat(v))

while (olink(w) # fail)
print (Z - |Ppat(w)|a pat(w))
w = olink(w)

// weiter in K

i=1+1 // weiterin T’

Abbildung 7: AC-Algorithmus, Hauptteil

Laufzeit des AC-Hauptalgorithmus Die Laufzeit
O(n) ergibt sich sehr dhnlich wie im KMP-Algorith-
mus. Anstelle von ,next) < j* tritt ,|L(flink(v))| <
[ L(v)[*

AC-Preprocessing Der keyword tree fiir die Pat-
terns {Py,..., Py} kann offenbar in O(m), wobei
m = 25:1 |P,|, aufgebaut werden. Fiir eine kon-
stante Alphabetgroe ist dabei in jedem Knoten v
die Initialisierung von succ(v,.) in O(1) moglich.

Die Berechnung von flink(.) erfolgt dhnlich wie
bei KMP durch Breitensuche ausgehend von der
Wurzel (Abb. 8). Die output links kann man dabei
gleich mit erstellen.

Korrektheit des AC-Preprocessings Wir fiihren
Induktion {iber die Breitensuche. flink(root) = root
ist korrekt nach Definition. Sei v € V und flink(v)
bereits fiir alle w mit |L(w)| < |L(v)| korrekt be-
rechnet. Sei L(v) = L(v")a. Offenbar ist L(flink(v))
ein Suffix von L(flink(v'))a, denn ein lidngeres Suf-
fix von L(v) als L(flink(v"))a kann es nicht als Prafix
eines Patterns geben, da sonst bereits flink(v’) falsch
gewesen ware. Sei w = flink(v’).

Falls (succ(w,a) # fail), so ist also flink(v) =
succ(w, a) korrekt.

Falls (succ(w,a) = fail), so ist L(w)a kein Préfix
eines Patterns. Also muss L(flink(v)) ein echtes Suf-
fix von L(w)a sein. Also ist L(flink(v)) ein Suffix
von L(flink(w))a.

Damit tritt w an die Stelle von ¢/, und wir
suchen das lingste Suffix von L(flink(w))a, das
zugleich ein Préfix eines Patterns ist. Die innere
while-Schleife wird verlassen, wenn w = & oder
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wenn L(w)a Préfix eines Patterns ist. In beiden
Fallen wird anschlie@end flink(v) entsprechend
zugewiesen.

flink(root) = root
olink(root) = fail
for all v € V in BFS order (origin=root)
let L(v) =: L(v")a  // v frither besucht, a € &
w = flink(v")
while (w # root) and (succ(w, a) = fail)
w = flink(w)

if (succ(w, a) = fail)
flink(v) = root

else
flink(v) = succ(w, a)

if (pat(flink(v)) # fail)
olink(v) = flink(v)

else
olink(v) = olink(flink(v))

// per def. ok.

// flink zuweisen

// olink zuweisen

Abbildung 8: AC-Algorithmus, Preprocessing

Ende VL 2002-11-04

2.2 Sequenzen mischen

Wie kann man feststellen, ob ein Alignment signi-
fikant ist? Genauer: Was ist die bei der Suche in
einer grofsen Datenbank aufgrund des Zufalls zu er-
wartende Anzahl von Treffern? Eine exakte mathe-
matische Modellierung des Begriffs eines zufélligen
Strings ist schwierig, da biologische Sequenzen vie-
le Eigenschaften haben, die sie von (,einfachen®)
Zufallsstrings unterscheiden. Insbesondere sind be-
nachbarte Positionen nicht stochastisch unabhén-
gig. Fiir DNA-Sequenzen (X = {A,C,G,T}) ist z.B.
durchweg TA| (| =unter-, T=iiberreprisentiert), in
Vertebraten ist CG|, TG, CA7, in Eukaryoten
ist CCAT, TGGT, in Eukaryoten und Bakterien ist
CTAG|. Wir werden nun zwei Ansitze kennenler-
nen, wie man zufillige Strings erzeugen kann, die
dieselben k-let Haufigkeiten haben wie die Original-
daten. Unter einem k-let versteht man dabei einfach
einen Substring der Lange k. Bei der hier betrach-
teten Anwendung kann man k als konstant anneh-
men. Aus dem Vergleich der Resultate fiir Original-
sequenzen mit denen fiir zuféllig gemischte Sequen-
zen kann man auf deren Signifikanz schliel3en.
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Sequenzen mischen
Gegeben: String S =€ ¥", k € N.

Gesucht: Zufalliger String T, der gleichverteilt ist
unter allen Strings in

QS k) := {T | #a(T) = #4(5) fiiralle a € X% },

wobei #4,(T) := #{ ¢ | T[i .. i+ |a] — 1] = a} angibt,
wie oft a in T' vorkommt.

Proposition 5. Fiir 7' € Q(S, k) gilt

7= 3" #a(D)+h—1= > #a(S)+k-1=19].

aexk aexk

2.2.1 Vertauschungsalgorithmus zum Mischen
von Sequenzen

Der Vertauschungsalgorithmus (Abb. 9) strebt eine
Gleichverteilung an, indem er ausgehend von 7' = S
wiederholt Substrings von 7', deren Beginn und En-
de an mindestens k£ — 1 Positionen iibereinstimmen,
miteinander vertauscht (s. Abb. 10). Bei einer sol-
chen Vertauschung bleiben die k-let Haufigkeiten
erhalten.

T=S5
repeat

e Wihlel<a<b<c<d<n—k+2
gleichverteilt zufallig.

o if (Tla..a+k—2=Tlc..c+k—2])
ATl b+ k-2 =Tld..d+ k- 2]))
then
swap(T[a .. b+k — 2], Tlc .. d+ k — 2))

until ( nobody knows )
output 7’

Abbildung 9: Vertauschungsalgorithmus zum Mi-
schen von Sequenzen

TTACTACTGAATTCTAAGTTAAAT

TTACTAAGTTAATTCTACTGAAAT

Abbildung 10: Beispiel zum Vertauschungsalgorith-
mus, k=3

Falls & > 2, so konnen sich die Substrings
Tla .. b+k—2 und T[c .. d+ k — 2] {iberlappen.
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TTACTGCTGACTGACTTAGCATACTCAT

TTACTGACTTAGCATACTGCTGACTCAT

Abbildung 11: Vertauschung bei iiberlappenden
Substrings

Die Vertauschung kann dennoch durchgefiihrt wer-
den (Abb. 11).

Die vier Positionen a, b, ¢, d kénnen mit geeig-
neten Datenstrukturen gleichverteilt zuféllig unter
allen solchen ausgewaihlt werden, fiir die die nach-
folgende if-Abfrage zutrifft.

Etwas komplizierter wird es im Fall, wo
S[1..k—1] = S[n—k+2..n]. Solche Sequenzen
heifBen zyklisch. Sei z.B. S = ACGTAC und k£ = 3
und 7 = GTACGT. Dann ist keine Vertauschung
moglich, obwohl die Triplet-Héufigkeiten iiberein-
stimmen. Abhilfe schafft in dieser Situation eine
srandom rotation“: Wahle m € [1 .. n — k + 1] zufél-
lig und initialisiere ' = (SS[k .. n])[m .. m + n — 1].
Man kann sich das so vorstellen, dass S im Kreis ge-
schrieben wird und 7' mit Verschiebung m ausgele-
sen wird.

Allerdings &ndert eine random rotation regelma-
Rig die (k — 1)-let Haufigkeiten, denn z.B. der Sub-
string der Linge k — 1, der zuvor am Anfang und
am Ende stand, kommt nun einmal weniger oft vor.
Man muss sich bei zyklischen Sequenzen also ent-
scheiden, ob man genau die k-let Haufigkeiten be-
wahren will — dann ist random rotation erforderlich,
um ganz §) zu erzeugen — oder ob man in der Defi-
nition von 2 die Haufigkeiten von ¢-lets fir ¢ < k
bewahren will — dann bleiben die ersten und letzten
k — 1 Zeichen gleich.

Man kann beweisen, dass fiir geniigend grof3e
Laufzeiten die Verteilung des ausgegebenen Strings
T gegen die Gleichverteilung auf 2 konvergiert.
Fiir die bendtigte Laufzeit, bis man hinreichend
,nah“ (in einem bestimmten Distanzmalfd fiir Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen) an der Gleichvertei-
lung ist, sind jedoch leider keine brauchbaren
oberen Schranken bekannt, obwohl Experimente
vermuten lassen, dass der Algorithmus ,schnell”
mischt. (Stichwort: rapidly mixing Markov chain.)

2.2.2 Exaktes Mischen von Sequenzen mittels
Eulertouren

Die Idee des Algorithmus, den wir hier beschreiben,
kann man sich als ein Dominospiel vorstellen, bei
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dem die Steine mit Strings der Lange k — 1 beschrif-
tet sind und zwei Steine aneinandergelegt werden
konnen, wenn sie in k — 2 Zeichen iibereinstimmen.

Definition 6. Sei S € ¥* und k¥ € N. Der k-let
Graph Dy (S) von S hat die Knotenmenge

V = {a€ X" |qaist Substringvon S }.

Flir jeden Substring S[i .. ¢« + k — 1] der Léinge
k enthélt E eine Kante von S[i .. i + k — 2] nach
S[i+1..i+ k — 1]. (Schleifen sind moglich.)

Reduktionsschritt 1: Von Zufallsstrings zu Euler-
touren

Wenn man alle Dominosteine aneinanderlegen
kann, heil3t das in der Graphentheorie eine Euler-
tour.

Definition 7. Sei G = (V,E) ein gerichteter
Graph. Eine Eulertour ist eine Folge von Kanten
ULV, - - ., UV € F, in der jede Kante genau ein-

mal vorkommt und an jeder Stelle v; = ;11 gilt.
Falls v,, = w1, so heilst die Eulertour geschlossen,
und man nennt den Graphen eulersch. Der Graph
kann mehrfache parallele und antiparallele Kanten
sowie Schleifen haben.

Den Beweis des folgenden Satzes ist eine net-
te Ubungsaufgabe. (Ein gerichteter Graph heif3t
stark zusammenhdngend, falls es zu je zwei Knoten
z und y einen gerichteten Pfad von x nach y gibt.)

Satz 8 (GA1?). Sei G = (V,E) ein gerichteter
Graph und u,v € V.

1. Eine geschlossene Eulertour existiert genau
dann, wenn G stark zusammenhéngend ist und
YweV:deg(w) =deg™ (w).

2. Eine Eulertour von u nach v existiert genau
dann, wenn der Graph (V, E U {vu}) eine ge-
schlossene Eulertour hat, wobei vu eine zusitz-
liche Kante von v nach w ist.

Bei geschlossenen Eulertouren (< S zyklisch) be-
trachten wir dennoch einen ,,Anfang=Ende“-Knoten
als mitinbegriffen. (,,Rotierte Eulertouren sind al-
so verschieden.) Fir konstantes k£ hat der k-let
Graph nur konstant viele Knoten. Man wird da-
her die Adjazenzen am einfachsten in Form einer
(JX|*~1 x |¥|)-Matrix mit Eintrdgen in N verwalten,
die die Vielfachheit einer Kante angeben. Wir be-
zeichnen die Vielfachheit einer Kante e (d.h., die
Anzahl zu e paralleler Kanten, wobei e mitgezahlt
wird) mit f(e) (fiir ,frequency”).

2Das Skript zur Vorlesung ,Graphen und Algorithmen 1¢ ist
online verfiigbar.
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Lemma 9. Es gilt

#0(S) = ] f(e)!- #{ Eulertouren },

ecE

und eine entsprechende Bijektion ist effizient bere-
chenbar.

Beweis. Von einer Eulertour in D, liest man sofort
den String T' € Q auf den durchlaufenen Knoten
ab. Dabei spielt es jedoch keine Rolle, in welcher
Reihenfolge parallele Kante in der Eulertour ste-
hen. — Umgekehrt konstruiert man zu einem String
T € Q eine Eulertour, indem man die Kanten von
Dy, in der Reihenfolge entfernt, wie sie in T vor-
kommen. Aufgrund von Satz 8 kommt man immer
aus einem Knoten heraus, wenn man hineingelau-
fen ist, und aus Anzahlgriinden (dhnlich wie in Pro-
position 5) werden auch tatsdchlich alle Kanten ver-
braucht. Man hat jedoch noch zusétzlich die Frei-
heit, parallele Kanten in beliebiger Reihenfolge zu
entnehmen. O

Zufallige Permutationen kann man leicht ge-
nerieren. Daher haben wir mit Lemma 9 die
Ausgangsfrage reduziert auf das Problem, zuféllige
Eulertouren in Dg(S) zu erzeugen.

Ende VL 2002-11-11

Reduktionsschritt 2: Von Eulertouren zu Arbo-
reszenzen

Proposition 10. Sei Eul = ey,...,¢,, eine Euler-
tour von v nach v. Fiir Knoten w € V bezeichnen
wir die letze Kante, {iber die w in Eul verlassen wird,
mit le(w) (fiir ,,last exit“). Dann ist

A(Bul) = (V,{le(w) |we V\v})

eine Arboreszenz mit Wurgel v, d.h. ein (spannen-
der) Baum, in dem alle Kanten in Richtung von v
zeigen.

Beweis. A hat #V — 1 Kanten und ist kreisfrei, da
ein Kreis nicht alle Knoten enthalten kann und al-
so irgendwann von der Eulertour wieder verlassen
werden miisste. Die letzte aus dem Kreis heraus-
fiihrende Kante wiederspriche der Definition von
le(). Dass die Kanten zur Wurzel hin gerichtet sind,
sieht man daran, dass fiir alle Knoten = die Kan-
te le(head(le(x))) spéter in der Eulertour auftritt
als die Kante le(z). Wenn man also die Knoten «,
head(le(z), head(le(head(le(x)), ... betrachtet, so
bilden diese als Teilfolge der Eulertour einen gerich-
teten Pfad zur Wurzel. O
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Lemma 11. Sei B eine Arboreszenz mit Wurzel v.
Dann gibt es genau

deg™ (v)! H (deg™ (w) —1)! 1)

weV\v

viele Eulertouren Eul, die in v enden, mit A(Eul) =
B.

Beweis. Wir wahlen fiir jeden Knoten eine Permu-
tation der herausfiihrenden Kanten, die nicht in B
liegen. Die Anzahl der Moglichkeiten dabei ist gera-
de (1). Durch den Endknoten v fiir eine Eulertour
ist zugleich deren Anfangsknoten festgelegt. Sei
dies u. Ausgehend von u folgen wir nun den Kanten
in der Reihenfolge, die durch die Permutationen der
herausfithrenden Kanten gegeben ist, und benutzen
die Kante aus B nur, nachdem alle anderen bereits
verbraucht sind. Die resultierende Eulertour erfiillt
offenbar A(Eul) = B und ist fiir jede Wahl von Per-
mutationen verschieden. — Umgekehrt legt jede Eu-
lertour von u nach v entsprechende Permutationen
der herausfiihrenden Kanten eindeutig fest. O

Da, wie schon gesagt, Permutationen leicht zu
erzeugen sind, haben wir nun das Ausgangspro-
blem darauf reduziert, eine zuféillige Arboreszenz
mit Wurzel v zu erzeugen. Siehe Abbildung 12.

, &)

TC 3 T TC 5 TT
11 / S 11 / S
CT = TA / CT = TA /
N N
2 GT 1 GT
AG/ AG/

Abbildung 12: Beispiel zum Beweis von Lemma 11.
Die dicken Kanten sind in der Arboreszenz. Die diin-
nen Kanten sind beschriftet mit den Permutationen
fiir TTCTTTCTATTAGTA (links) und TTCTTCTAGTATTTA
(rechts).

Erzeugung zuféilliger Arboreszenzen mittels ei-
nes ,,Backward Random Walk“

Die Idee des Algorithmus Backward Random Walk
(BRW) ist einfach: Wir bewegen uns riickwérts ent-
lang von Kanten von Dy(.S). In jedem Schritt wird
der jeweils ndchste Knoten bestimmt, indem zuféllig
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gleichverteilt unter allen Kanten, die in den aktuel-
len Knoten w hineinfiihren, eine ausgewéhlt wird.
Falls der neue Knoten x zum ersten mal besucht
wird, wird die dabei benutzte Kante als le(z) zu-
gewiesen.

for all w € V: besucht(w) = no
w=uv
while ( noch nicht alle Knoten besucht )
besucht(w) = yes
wéhle e € E mit head(e) = w gleichverteilt
x = tail(e)
if (visited(z) = no)
le(z) =e
w==x

Abbildung 13: Algorithmus BRW (Backward Ran-
dom Walk) zur Erzeugung einer zufélligen Arbores-
zenz mit Wurzel v

Wir haben nun zwei Dinge zu beweisen:

Satz 12. Die vom Backward Random Walk gefun-
dene Arboreszenz mit Wurzel v ist gleichverteilt un-
ter allen solchen.

Satz 13. Die erwartete Anzahl von Schritten, bis
der Backward Random Walk alle Knoten besucht
hat, ist beschrinkt durch #V2#E.

Die Laufzeitgarantie #32*~2(n—k-+1) ist bei kon-
stantem #X. und k linear in |S|.

Grundlegendes zu Random Walks auf Graphen

Sei P(x,y) die Wahrscheinlichkeit, dass der Ran-
dom Walk im néchsten Schritt in y ist, wenn er zu-
letzt in = war. Offenbar gilt

Vw:ZP(m,y):l,
y

das heif3t wir kénnen P als eine (V x V')-Matrix auf-
fassen, in der alle Zeilensummen gleich 1 sind.

Die Eintrdge der Matrix P! sind die ¢-Schritt

Ubergangswahrscheinlichkeiten. P heift irreduzi-
bel, falls

Vo,yeVIt>0:P(r,y)>0.

Dies bedeutet, dass man von jedem Knoten zu je-
dem anderen mit positiver Wahrscheinlichkeit in
endlicher Zeit einmal kommt.

Dy (5) ist eulersch (hat eine geschlossene Euler-
tour) genau dann, wenn S zyklisch ist. In die-
sem Fall sei Dy(S) = D;(S). Ansonsten fii-
gen wir eine zusatzliche (,kiinstliche”) Kante von
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Sin—k+2 ..n] nach S[1 .. k—1] ein. Sei Dj,(S5)
in jedem Fall der resultierende Graph und P’ die
Ubergangsmatrix fiir den Random Walk auf D), (S).
Dann ist offenbar P’ irreduzibel, da Dj;(S) nach
Konstruktion eine geschlossene Eulertour hat. Fiir
spater merken wir uns, dass in jeden Knoten von
D, (S) gleich viele Kanten hinein- wie hinausgehen.

Es konnte nun sein, dass D}.(S) z.B. nur aus ei-
nem gerichteten Kreis besteht. Dann wiirde der
Random Walk periodisch zum Ausgangspunkt zu-
riickkehren. P heil3t aperiodisch, falls

Va,yceV ged{t|P(z,y) >0} =1.
(ged = greatest common divisor, gro3ter gemeinsa-

mer Teiler)

Durch einen einfachen Trick kann man ein irre-
duzibles P’ stets aperiodisch ,,machen“: Wir setzen
P := (P + I)/2. Das heilt, mit Wahrscheinlich-
keit 1/2 tut der Random Walk nichts, sondern bleibt
stehen. (Man spricht auch von einer ,lazy“ Markov
chain.) Es gilt:

P’ irreduzibel

P irreduzibel

Va,yeV3It: Pl(z,y) >0

Va,ye VItve >t: P (z,y) >0
ItVa,yeVVE >t: P (z,y)>0
= P aperiodisch.

=
=
=
=

Bei der Vertauschung der Quantoren wir ausge-
nutzt, dass es nur endlich viele Paare (z,y) gibt.

Es zeigt sich nun, dass diese beiden Eigenschaften
bereits hinreichend dafiir sind, dass die Verteilung
des Random Walks konvergiert. Der folgende Satz
14 ist von fundamentaler Bedeutung fiir die Theorie
der Markoffketten, soll an dieser Stelle aber nicht
bewiesen werden.

Satz 14. Sei P irreduzibel und aperiodisch. Dann
ist P ergodisch, d.h.,

Vao,yeV:Pl(x,y) — n(y) fir t— oo,

wobei 7 die eindeutig bestimmte stationdre Vertei-
lung von P ist, d.h. 7P = .

Die Gleichung 7P = 7 bedeutet: Wenn die
Wahrscheinlichkeit, mit der sich der Random Walk
in y aufhélt, gleich m(y) ist, dann ist diese Wahr-
scheinlichkeit im n&chsten Schritt ebenfalls gleich
m(y). Ergodizitdt bedeutet, dass die Markovkette
gegen ihre stationédre Verteilung konvergiert. Diese
ist eindeutig bestimmt und héngt insbesondere
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auch nicht vom Startpunkt x ab. Die ,lazy* Modifi-
kation einer ergodischen Markoffkette hat dieselbe
stationdre Verteilung wie diese selbst.

Ende VL 2002-11-18

Korrektheit der Verteilung von Algorithmus BRW
(Satz 12)

Wir wissen also, dass die stationdre Verteilung des
Backward Random Walks existiert, aber wie sieht
sie aus? Wir schauen uns die Gleichung 7P = =
genauer an.

Sei 7 := ( deg™(x) | v € V). Es gilt
(7P)(y) = _ #(x)P(x,y)

_ e + T f(:%l')
=20 e

= Zf(yam)
= deg®(y) = 7(y).

Also ist m = 7/Z fiir einen Normierungsfak-
tor Z; die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Back-
ward Random Walks in einem Knoten ist proportio-
nal zu dessen Grad. Diese Wahrscheinlichkeiten ad-
dieren sich zu 1 auf, d.h. }° w(y) = 1. Daraus folgt
A = Zy w(y) = Zy deg™t(y) = m. Wir haben ge-
zeigt:

Korollar 15. Sei G ein eulerscher gerichteter Graph
mit m Kanten. Dann hat der (Backward) Ran-
dom Walk auf G die stationédre Verteilung = (y) =
deg™ (y)/m auf den Knoten von G.

(Da der Graph die geforderten Eigenschaften be-
halt, wenn man alle Kanten herumdreht, steht das
,2Backward“ in Klammern.)

Wir kénnen uns nun vorstellen (ersparen uns hier
aber eine explizite mathematische Konstruktion),
dass der Backward Random Walk bereits seit un-
endlich langer Zeit mit der stationdren Verteilung
lauft und dies auch noch unendlich lange weiter tun
wird. Gleichzeitig wollen wir auch festhalten, wel-
che Kante in jedem Schritt benutzt worden ist.> Wir
haben also eine Zufallsvariable Y, deren Wert eine
Abbildung

Y:Z—E t—Y(t)

3Leider ist die Analyse in [KMUW] (insbesondere Theorem 2
dort) nur fiir den Fall ausgefiihrt, dass es keine parallelen Kanten
gibt. Es gibt aber verschiedene Moglichkeiten, den Beweis zu
reparieren. Die einfachste ist vielleicht, den Random Walk als
Kantenfolge statt als Knotenfolge zu modellieren.
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ist, so dass
VteZ: head(Y(t)) = tail(Y (¢t —1)).

Jede solche Abbildung (auch als Trajektorie bezeich-
net) beschreibt einen moglichen Verlauf des Ran-
dom Walks. Die durchlaufenen Knoten sind dabei

X(t) = head(Y(t)).

Wir sagen, zum Zeitpunkt ¢ befindet sich der Ran-
dom Walk im Knoten X(¢) und wéhlt die Kante
Y (t), um ihn zu verlassen. Es gilt fiir alle ¢t € Z,
w,r,y € V:

+
Pr(X(t) = w) = n(w) = deg” (w)
m
Pr(X(t) =y | X(t— 1) = ) = Pla,y) = 10U
deg™ ()
Fiir beliebige Ereignisse A, B gilt:
Pr(B)
_ Pr(AnB) Pr(A) » Pr(B|A) Pr(A)
Pr(A)Pr(B) Pr(B)
Also gilt fiir alle t € Z, z,y € V auch:
Pr(X(t—l):x\X(t):y) =
f(zy) . degt(x)
deg*?w) ) gm _ f(z,y)
dog y) deg™(y)

m

Zu jeder Trajektorie Y des Random Walks und
jedem Zeitpunkt ¢ € Z erhalten wir eine Ar-
boreszenz mit Wurzel X (¢), indem wir le() ana-
log zum Algorithmus BRW mit Startknoten v =
X (t) definieren, dabei jedoch deterministisch den
Pfad Y (t),Y(t + 1),... entlang der Riickwartskan-
ten in Dj (S) ablaufen, anstatt jeweils e € E mit
head(z) = w gleichverteilt zuféllig zu wéhlen. Die
so erhaltene Arboreszenz bezeichnen wir mit 7'(¢).
Da der Backward Random Walk mit Wahrscheinlich-
keit 1 alle Knoten des Graphen irgendwann einmal
besucht (obwohl es evtl. Trajektorien gibt, die das
nicht tun!), ist T'(¢) fast sicher (:< mit Wahrschein-
lichkeit 1) wohldefiniert.

Wie unterscheiden sich T'(¢) und T'(t — 1) vonein-
ander? Offenbarist Y(t—1) € T(t — 1), da die erste
Kante immer zu einem unbesuchten Knoten fiihrt,
also le(X (t)) = Y (¢t — 1) gesetzt wird. Andererseits
fallt dafiir die Kante lep() (X (t — 1)) € T(t) heraus,
denn X (¢t — 1) ist die (neue) Wurzel von T'(t — 1)
und wird gleich zu Beginn von Algorithmus BRW
als besucht markiert.
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Wir haben bereits gesehen, dass

[z, y)
Pr(X(t—1)=z | X({#) = = —.
(X@-1=2|X(0)=y) = 3 2
Jede der Kanten, die nach X (¢) hineinfiithren, ist mit
gleicher Wahrscheinlichkeit in 7'(¢t — 1) enthalten.
Wir kénnen daher T als einen Random Walk auf der
Menge der Arboreszenzen mit beliebigen Wurzeln
auffassen, wobei aber die Zeit riickwdrts lauft.

Was wissen wir von T, aufgefasst als Random
Walk auf der Menge der Arboreszenzen von D; (.5),
der in umgekehrter Zeitrichtung lauft? Jede Ar-
boreszenz T'(t) hat deg™ (root(7'(t))) viele mogli-
che Nachfolger () T(¢t—1), die alle gleichwahr-
scheinlich sind - soviele Kanten fithren in die Wur-
zel von T'(t) hinein. Jede Arboreszenz (¢) hat aber
auch deg™ (root(T'(t))) viele mogliche Vorginger (/)
T(t + 1), die alle gleichwahrscheinlich sind — sovie-
le Kanten fithren aus der Wurzel von T'(t) heraus.
Also ist T' ein Random Walk auf einem Graphen H,
dessen Knotenmenge die Menge aller Arboreszen-
zen auf D} (S) ist, und in dem fiir alle Knoten A
gilt:

degf;(A) = degy(4)
= deggé(s)(root(A)) = degp, (g)(root(4)).

Der Random Walk T auf H ist irreduzibel, da H
stark zusammenhéngend ist. Dies sieht man z.B. so:
Seien A und B Arboreszenzen. Erweitere beide zu
geschlossenen Eulertouren in D) (S) wie im Beweis
von Lemma 11. Hinge beide Eulertouren hinter-
einander. Dieses Teilstiick eines moglichen Random
Walks zeigt, dass man von A nach B kommt iiber
Kanten in H.

Wir haben gerade gesehen, wie die stationére Ver-
teilung 1) des Random Walks auf einem eulerschen
Graphen H aussieht (Korollar 15): ¢(A) ist propor-
tional zu deg}; (A). Insbesondere haben alle Arbores-
zengen mit derselben Wurzel die gleiche Wahrschein-
lichkeit. Daraus folgt, dass Algorithmus BRW, gest-
artet in v, eine gleichverteilt zuféllige Arboreszenz
mit Wurzel v liefert. Wir haben Satz 12 bewiesen.

Laufzeit von Algorithmus BRW (Satz 13)

Wir schitzen nun ab, wie lange der Backward Ran-
dom Walk braucht, um alle Knoten zu besuchen.
Zunéchst benotigen wir den Begriff der hitting time.
Sei X, : Ng — V(D;(S)) der Backward Random
Walk auf D) (S), der zum Zeitpunkt 0 im Knoten w
startet, d.h. X,,(0) = w. Dann ist hit(w,u) gleich
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der Zeit, die X,, benétigt, um nach u zu kommen.
Allgemeiner definieren wir fiir U C V:

hit(w,U) := min{t>1]| X,(t) €U }.

Lemma 16. Sei U C V mit () # U # V. Dann gibt
eseinw € V' \ U, so dass E(hit(w,U)) <m — 1.

Beweis. Sei Dj (S)/U der Graph, der aus D} (S) da-
durch hervorgeht, dass alle Knoten in U zu einem
neuen Knoten u kontrahiert werden. Dj (S)/U ist
eulersch, da gleich viele Kanten nach U hinein wie
aus U heraus fiithren. Nach Korollar 15 ist die Dich-
te der stationéren Verteilung des Bachward Random
Walks auf D} (S)/U proportional zum Knotengrad.
Da degt(u) > 1 und D wen\u deg™(w) < m —1,
folgt w(u) > 1/m.

Fiir jede ergodische Markoffkette (X (¢) | t > 0)
gilt fiir ¢ — oo das folgende (Beweis weggelassen,
anschaulich klar!):

#Hs<t| Xl =u}
t
t

#Hs<t|X(t)=u}

— 7(u)

— E(hit(u, u))

Insbesondere ist also E(hit(u,u)) = 1/7(u).

Daraus folgt E'(hit(u,u)) < m, das heil3t, die er-
wartete Zeit, die der in u gestartete Random Walk
braucht, um nach u zuriickzukehren, ist < m. Im
ersten Schritt wird aber u verlassen. Also muss es
unter den moglichen Nachfolgern von u einen Kno-
ten w geben, von dem aus u in erwartet < m — 1
Schritten erreicht wird. O

Lemma 17.

Vz,u eV Ehit(z,u)) < (n—1)(m-1).

Beweis. Setze Uy := {u}. Nach Lemma 16 gibt es
ein w € V \ Uy mit E(hit(w,U;)) < m — 1. Setze
Us := U;U{w} und iteriere den Prozess, bis U,, = V'
erreicht ist. Da « € V, folgt die Behauptung. O

Aus Lemma 17 folgt, dass die erwartete Zeit, die
der Backward Random Walk braucht, um alle Kno-
ten in einer beliebigen Reihenfolge vy, vs, ..., v, zu
besuchen, durch (n —1)?(m — 1) beschrénkt ist. Wir
haben Satz 13 bewiesen.

Ende VL 2002-10-21
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Uberblick und Laufzeit Wir fassen noch einmal
den gesamten Algorithmus zusamnmen:

1. Konstruiere Dy (S). (Z.B. als (#XF~! x #¥)-
Matrix mit Eintrdgen in N).

2. Falls S zyklisch ist, wende eine ,random ro-
tation“ an, um einen Anfangs=Endknoten der
Eulertour auszuwéhlen, und setze D% (S) =
Dk (S).

Falls S azyklisch ist, fiige eine kiinstliche Kante
ein, um einen eulerschen D% (S) zu erhalten.

3. Finde eine zuféllige Arboreszenz in D’ (S) mit-
tels Algorithmus BRW.

4. Wahle zuféllige Permutationen fiir die restli-
chen Kanten.

5. Lese die Eulertour ab.

Die Schritte 1, 2, 5 kénnen offenbar in O(#S+#XF)
Zeit und Platz durchgefiihrt werden. Die Laufzeit
von BRW ist O(#X2¢#S) nach Satz 13. Eine zufil-
lige Permutation von p Zahlen kann in O(p) erzeugt
werden*, also benétigt Schritt 4 insgesamt O(#S)
Zeit. Die Gesamtlaufzeit wird also dominiert von
BRW. In Anwendungen wird man in der Regel & so
wiéhlen, dass die meisten k-lets mindestens einmal
vorkommen. In diesem Fall ist #%% = O(#5S) und
die Laufzeit O(#5), d.h. linear in der Stringlinge.

3 Proteinstruktur

Bei der Untersuchung der dreidimensionalen Struk-
tur von Molekiilen stellt sich die Aufgabe, zu zwei
gegebenen Punktmengen im Raum eine starre Be-
wegung zu finden, die dhnliche Teile aus beiden
Mengen zur Deckung bringt. Das Problem zerfallt
in zwei Teilschritte:

1. Auswahl eines Matchings zwischen beiden
Punktmengen. (Das Matching muss nicht alle
Atome tiberdecken.)

2. Finden der starren Bewegung, die den mittle-
ren quadratischen Abstand zwischen den ein-
ander zugeordneten Atomen minimiert.

Wir betrachten zunéchst den zweiten Teilschritt.

“4Es soll immer noch Leute geben, die nicht wissen, wie das
geht. Also: Initialisiere ein Array A[1..p] mit A[i] = ¢. Fiiri =
p,...,2: Vertausche A[i] mit A[random(z)], wobei random(¢) ei-
ne Zufallszahl im Bereich [1..7] zuriickgibt.
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Abbildung 14: Zwei molecular surface patches
(oben) und ihre iiberlagerten Teile (unten).

3.1 Optimale Uberlagerung bei gegebe-
nem Matching

Seien A, B € R**™ die Koordinaten der gematchten
Atome. Wir schreiben

A, := Koordinaten i-tes Atom von Patch A

A
=1 Ay,
Az

Fiir zwei Punkte z, y € R? ist der euklidische Abstand
durch die ¢>-Norm gegeben, d.h.,

lz -yl = V{z—y,z—y)

= \/(1'1 — y1)2 + (.%‘2 - y2)2 + ($3 - 93)2
1/2

3

= [ D@ —w)?

Jj=1

Hiebei bezeichnet (a,b) = a'b = 31" a;b; das
Standardskalarprodukt im R™.

Fiir Folgen A, B € R®**™ von Punkten ist der
mittlere quadratische Abstand (root mean square di-
stance, rms) gleich dem Mittelwert gemald der /-
Norm aus den paarweisen Abstdnden der gematch-
ten Punkte, d.h.

m 1/2
1
rms(A4, B) = (—Z|AiBi|2)
m
=1
m 3 1/2

(Aij — Bij)®
1

D

i=1j

3=
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Man kann nun zeigen, dass jede starre Bewegung
im R? die Form

r+— Rx +t

hat, wobei R € R3*3 eine Rotation ist und ¢ € R3
ein Translationsvektor (Verschiebung) ist.

Ein Beispiel fiir eine Rotation im R?: R = (| 7)),

x = (7!) = Rz = (7;?) ist die Drehung um 90°

nach links. Im R3 beschreibt R = (2%1 g) die

ensprechende Drehung, wobei die dritte Koordinate
die Drehachse bildet.

Aus der Linearen Algebra weil man, dass die
Rotationsmatrizen gerade die Matrizen R mit den
Eigenschaften R'TR = I (Orthonormalitidt) und
det(R) = 1 sind. Die Bedingung det(R) = 1 dient
dazu, Spiegelungen auszuschliefen. Wir erhalten
die folgende Problemstellung (fiir Atomkoordinaten
istn =3):

Uberlagerung fiir ein gegebenes Matching
Gegeben: Punktmengen A, B € R"*™

Gesucht: Starre Bewegung, gegeben durch R €
R™*" mit RTR = I und det(R) = 1 sowie t € R",
welche

m 1/2
(Z |A; — (RB; + t)|2>

minimiert.

Bestimmung des Translationsvektors ¢

Wir bezeichnen die Schwerpunkte der beiden Punkt-
mengen mit A := % S, A;, fiir B analog.

Lemma 18. Die optimale starre Bewegung bildet
die Schwerpunkte aufeinander ab, erfiillt also ¢ =
A—RB.

Beweis. Wir konnen ohne Beschrankung der Allge-
meinheit annehmen, dass B = 0 ist. Andernfalls er-
mitteln wir zunéchst die optimale starre Bewegung
z — Rz + A fiir die Punkte 4; und B} :=B; — B.
Dann leistet z — R(z — B) + A = Rz + A — RB das
gewiinschte. Sei also B = 0; wir zeigen, dass t = A.

Fiir beliebige Vektoren a,b € R™ ist |a +b]? =
(a+b,a+b) = (a,a)+ (b,b) +2(a,b) = |a]* + |b]* +
2(a,b) und fiir a,b,t € R™ gilt also |a — (b+1)|* =
la|2+1b+ t|>—2(a, b+ t) = |a]*+|b]>+[¢|*+2((b,t)—
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(a,b) — (a,t)). Daher ist

m

D 1A= RBi =t = (|Ai* + |RBi* + [t]*)
=1

- 2i ((RB;,t) — (A, RB;) — (A;,1))

Aufgrund der Definitionen gilt (Mx,y) = (v, M Ty)
fiir beliebige Vektoren z,y und Matrizen M.
Also ist 7" (RB;,t) = Y (B, R't) =
(3" Bi,R"t) = (mB,R"t) = (0,R"t) = 0 und
|RB;|* = (RB;, RB;) = (B;, R"RB;) = (B;,B;) =
| B;|%. Nach Umgruppieren folgt

(2)

i |A; — RB; —t|?
=1
> ini?

Z it 3)

=1

-2 i (A;, RB;) @
=1

Der Term (2) ist hdngt weder von R noch von ¢
ab, spielt also fiir die Optimierung keine Rolle. Der
Term (3) hangt nur von ¢ ab, und der Term (4)
héngt nur von R ab. Damit haben wir das Problem
in zwei Teilprobleme zerlegt, die unabhingig
voneinander optimiert werden kénnen.

Ende VL 2002-12-02

Das optimale ¢ minimiert (3). Eine notwendige
Bedingung dafiir ist, dass die partiellen Ableitungen
nach ¢ verschwinden, das heilst

0

0= — A —t]* firj=1,...,
ath;I | j n

Wir schreiben |A4; —t|? = |A;]? + [t|? — 2(4;,t). Es
gilt

9 2 2 2
t o+ t2) =2t
Gt = gt 4 ) =2t
und
0 0
8_tj<Ai’t>78_tj(A1t1+"'+A”t")*Aj'

Wir erhalten also die Bedingung

0= Qi(t—A
=1

woraus sofort mt = 37" | A;,alsot = 3" A, =

K2

A folgt. Das war zu zeigen. O
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Bemerkung. Im Beweis von Lemma 18 haben wir
verwendet, dass es aus geometrischen Griinden ein
Optimum geben muss. ¢t = A — RB ist der einzige
»,Kandidat®, der die notwendige Bedingung erfiillt.

Bestimmung der Rotationsmatrix R

Gemail (4) aus dem Beweis von Lemma 18 su-
chenwirein R e R®*” mit R'TR =T unddet R =1,
welches " | (4;, RB;) maximiert. Wegen

23 (A, RB)

=1

= S A RBE - zw zuw
=1

—IB 2
konstant
ist dies dquivalent zur Minimierung von
> |4 = RB;> =" (A-RB)}, =|A - RB[}.
i=1 i=1 j=1
(5)

Hierbei bezeichnet

1/2

IM|p = DM
07

die Frobenius-Norm einer Matrix. Die Frobenius-
Norm einer Matrix ist einfach die ¢5-Norm der Ma-
trix, wenn man diese als Vektor auffasst.

Die Minimierung von (5) ist insofern etwas
schwieriger, als man dabei die Nebenbedingungen
RTR = I und det R = 1 zu beachten hat. Abhilfe
schafft in dieser Situation ein genialer Trick, die so-
genannten Lagrange-Multiplikatoren. Die Matrix R
erfiillt ndmlich genau dann die Nebenbedingungen,
wenn die partiellen Ableitungen von

> (RTR—1)i;Li; + (det R — 1)\

ij=1

nach L und )\ verschwinden. (Da R'R eine sym-
metrische Matrix ist, konnen wir auch L als sym-
metrische Matrix ansetzen.) Wir miissen also die
partiellen Ableitungen von
Z(R,L,\) := |A— RB|%
+ > (RTR—=1)i;Li;
i,j=1

+ (det R — 1)A
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nach R, L und X bestimmen.

Wie schon die ¢»-Norm, konnen wir auch das
Standardskalarprodukt auf Matrizen anwenden, die
wir zu diesem Zweck als Vektoren auffassen. Dann
gilt |[A—RB|%2 = (A— RB,A—RB) = (A A) —
2(A, RB) + (RB, RB). Hier ist

ZA i ZRZ 1B,
ZRZ hZA B .

%,_/
= (AB");s

(A, RB)

Daraus folgt - (A, RB) = AB". AuBRerdem ist
(RB,RB) = Z Z Ri 4By, Z RinBn
Z RigRip Z By,;Bh;,

i,9,h

%,_/
= (BBT)g,h

woraus folgt

0
ORy ¢

(RB,RB) = QZRk,h(BBT)Z,ha
N————
= (RBB ")

also 5% (RB, RB) = 2RBB. Des weiteren ist
(R'TR, L) = ZZRh,iRh,jLi,j
i h
Z R ; ZRh,iLi,j ;
h,j

N
= (RL)hJ

also =(R'R,L) = 2RL. Man braucht ein biss-
chen mehr Lineare Algebra, um zu zeigen, dass
% det R = R gilt, falls R eine Rotation ist. (Diese
Identitat gilt also nur fiir solche R, die die anderen
Nebenbedingungen erfiillen.) Das geht so: Fiir eine
beliebige quadratische Matrix M definiert man die
komplementdre Matrix M durch M, ; = det Mjiy»
wobei wir mit M, ;) die Matrix

M1,1 M17j_1 0 M17j+1 Ml,n
Mi—l,l Mi—l,j—l 0 Mi—l,j+1 Mi—l,n

0 - 0 1 0 o 0
Miz11 .- Mig1,j-1 0 Mg 41 ... Migan

Mnl Mn,j—l 0 Mn,j+1 Mnn
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bezeichnen. (Beachte die Vertauschung der Indi-
zes in der Definition von M.) Aus dem Lapla-
ceschen Entwicklungssatz folgt unmittelbar, dass
a?u det M = M ". Ebenso iiberzeugt man sich durch
elementare Rechnungen (siehe [Fis]), dass

MM = MM = det(M)-1I.

Falls M invertierbar ist, gilt also M ' = M/ det M.
Da R eine orthonormale Matrix ist, gilt R~' = R,
und zusammen mit det R = 1 folgt R = R'. Also ist
ZdetR=R'=R'T =R.
W1r erhalten also aus dem Ansatz mit den Lagran-
ge-Multiplikatoren die Bedingungen:

0Z

O:ﬁ:fQABT+2RBBT+2RL+RA, 6)
o7z -

()fa—LfR R—-1, @)
o7z

0=Fr =detR—1. )

Ende VL 2002-12-09

Definition 19. Sei M € R"*X",

1. Dann existieren eine Diagonalmatrix D =
diag(d), di > d2 > ... > d,, > 0 und or-
thonormale Matrizen U und V, so dass M =
UDV. Die Eintrige von d heilen singuldre
Werte (Singuldrwerte) von M und sind eindeu-
tig bestimmt.

2. Falls M = M7, so existieren eine Diagonal-
matrix D = dlag( D), |di| > |da| > ... > |dn]
und eine othonormale Matrix @, so dass M =
QDQT. Die Eintrige von d sind die Eigenwerte
von M und eindeutig bestimmt.

Anmerkung. Die Forderung, dass die Diagonalein-
trage sortiert sind, kann man leicht dadurch erfiil-
len, dass man eine ,unsortierte“ Diagonalmatrix D
zundchst mit einer Permutationsmatrix P in die ge-
wiinschte Form D’ := PDPT bringt. Setze U’ :=
UPT, etc., dann gilt M = (UPT)(PDPT)(PVT) =
U'D'V'T mit U''U = PUTUPT = I, etc..

Beide Zerlegungen konnen effizient berechnet
werden.

Sei nun
ABT =UDVT

eine Singuldrwertzerlegung der Matrix AB'. Wir
schreiben (6) als

0=-24B"+2R(BB"+ L+ %1).
N——
=K
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Dann gilt RK = ABT und (nach Transponierung —
K ist symmetrisch) KRT = BAT. Daraus folgt

K?=KR'RK = BATABT
=VDU'UDVT =VD?>VT.

Andererseits hat K als symmetrische Matrix eine or-
thonormale Diagonalisierung

K=QDQ".

Dann ist aber K2 = QD?Q eine weitere orthonor-
male Diagonalisierung von K2. Da die Eigenwerte
von K? eindeutig bestimmt sind, folgt zunéchst ein-
mal, dass D? = D2. Es gibt also eine Diagonalma-
trix S = diag(s) mit s; = £1, so dass

D =DS.

Damit gilt also K = QDSQ'". Wir ,wollen“ aber
K =VDSVT.

Wir machen nun die Annahme, dass die Singular-
werte von AB T alle verschieden sind. Dann sind die
Diagonaleintrdge von D alle verschieden, ebenso
fiir D. Daher sind die zugehérigen Eigenrdume von
K samtlich eindimensional. Daraus folgt, dass die
Spalten Qe; und Ve, Eigenvektoren von K2 zum Ei-
genwert d2 = d? sind und zudem |Qe;| = |Ve;| = 1
erfiillen. Also ist Qe; = +Ve;. Es gibt also eine Dia-
gonalmatrix S = diag(8), 8; = £1,so dass Q = VS.
Wir sehen dass

K=QDSQ"=VSDSSVT =vVDSVT,

da Diagonalmatrizen kommutieren und $2 = I.
Wie sieht nun die Vorzeichenmatrix S aus? Wir
bestimmen zunéchst die Determinante. Es gilt
det(K) = det(VDSV ") = det(D) det(S)
det(K) = det(KR) = det(AB)

und da d > 0 ist, gilt det(D) > 0. Daraus folgt

det(ABT) >0 = det(S)=1
det(ABT) <0 = det(S)=—1.

Den Fall det(ABT) = 0 betrachten wir spéter.

Wir zeigen nun, wie man S zu wihlen hat, damit
Z(R, L, \) minimiert wird. Die Minimierung von
|A — RB|% ist, wie gesehen, dquivalent zur Maxi-
mierung von (A, RB).

Fiir beliebige Matrizen X, Y gilt (X,Y) =
Zi,j Xi,j}/i,j = tI‘(XYT), wobei tr(M) = Zi Mi,i
die Spur (,trace“, Summe der Diagonaleintréige)
bezeichnet. Offenbar ist (X,Y) = (X, Y1) =
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tr(XTY) = tr(Y 'X), woraus tr(XY) = tr(YX)
folgt. Man kann also die Faktoren ,rotieren®.
(A,RB) =tr(AB"R")
=tr(R'TAB')
—_——
=K=VDSV"
=tr(VDSV)
= tr(V'VDS)
= tr(DS)

=Y d;s;,
i

da D und S beides Diagonalmatrizen sind. Das op-
timale s sieht also wie folgt aus: s; = 1 fiiri < n—1,

1 det(ABT) >0
Sn =
—1 det(ABT)<0.

Das optimale R ergibt sich daraus wie folgt: Es gilt

RK = AB" =UDV"
RK = R(VDSVT),

also

RVDSVT=UDVT

RVDS =UD | DS = SD
RVSD =UD |3D!
RVS=U | s t=5
RV =US
R=USV'.

Im Fall det(ABT) existiert D~! nicht mehr, aber
wenn rang(AB ") = n— 1, so ist R immer noch ein-
deutig bestimmt. Wegen d,, = 0 hat die Wahl von s,,
in diesem Fall zwar keinen Einfluss auf |A — RB|%.,
wir miissen aber die Bedingung det(R) = 1 sicher-
stellen. Wir haben

RVDSVT =UDVT

RVDS =UD | DS =D
RVD =UD
U'RVD=D

und durch Spaltenvergleich folgt
U'RVej=¢; firj=1,...,n—1.

Andererseits ist U TRV als Produkt von Orthonor-
malmatrizen eine Orthonormalmatrix, daher folgt

U'RVe,, = +e, .
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Aus der Vorzeichenbedingung fiir det(R) = 1 folgt
nun R = U(UTRV)VT = USV", wobei s; = 1 fiir
1 <n-—1,

_J1 det(U)det(V) >0
T )21 det(U)det(V) < 0.

Im Fall rang(AB") < n — 2 ist die Rotation nicht
mehr eindeutig bestimmt. In diesem Fall gilt d,, =
d,—1 = 0, man kann also stets z.B. (s,,_1, s,) durch
(—Sn—1,—sn) ersetzen und erhélt eine weitere op-
timale Losung. Dieser Fall tritt ein, wenn eine der
Punktmengen auf einer Geraden im R" liegt.

Algorithmus und Laufzeit ,Trotz des langen Be-
weises“ erhalten wir einen einfachen Algorithmus:

1. Gegeben: Punktmengen A, B € R"*"™,

2. Berechne die Schwerpunkte A, B € R™ von A
und B, berechne B’ mittels B, := B, — B.

3. Berechne AB’'' € R**",

4. Berechne die Singulirwertzerlegung AB'' =
UDV'.

5. Bestimme S, indem die n — 1 grof3ten Singu-
larwerte in D durch 1 ersetzt werden. Falls
det(AB'") > 0 oder det(AB'") = 0 A
det(U) det(V) > 0, ersetze den kleinsten Sin-
guldrwert durch 1, andernfalls durch —1.

6. R:=USVT.
7. t:= A— RB.

8. Dann ist x — Rz + t eine starre Bewegung, die
rms(A, RB + t) minimiert.

Fiir eine konstante Dimension n wird die Laufzeit
dominiert von den Schritten 2 und 3 und ist O(m).
Die restlichen Schritte konnen in O(1) erledigt
werden.

Ende VL 2002-12-16

Zur Frage der Eindeutigkeit der optimalen star-
ren Bewegung

In Umeyama [Ume] wird behauptet, dass R und ¢
eindeutig bestimmt sind, falls rang(ABT) > n — 1.
Das folgende Gegenbeispiel zeigt jedoch, dass so-
gar im Fall rang(AB") = n mehrere optimale starre
Bewegungen existieren konnen. Genauer: es gibt
mehrere gleich gute Rotationsmatrizen R. Das Pro-
blem ist die Mehrdeutigkeit der Singuldrwertzerle-
gung ABT = UDV' in dem Fall, wo es mehrere
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gleiche Singuldarwerte gibt. Die optimale starre Be-
wegung is nur dann eindeutig, wenn alle Singulér-
werte verschieden sind. Diese Bedingung verscharft
rang(AB") > n — 1. [E-mail von Shinji Umeyama,
Jan. 2003]

Wir betrachten die Eckpunkte eines um den Ur-
sprung zentrierten Tetraeders:

1 1 -1 -1
p: 1 R q: —1 s r = —1 , S = 1
1 -1 1 -1

Die Matrizen seien

A=(p,qr,s) und  B=(pgq,s,r).

Der optimale Translationsvektor ist also ¢ = 0. Wir
haben

4 0 O
ABT=|0 0 4
0 4 0
Mit den Matrizen

0 1 00
D=0 4 0 und P=| 0 0 1
0 0 4 01 0
(beachte, dass P = PT, P? = I) erhalten wir die
beiden Singuldrwertzerlegungen

ABT = IDPT = PDIT.

Da
det(AB") = —64 <0,

ist S = diag(s) mit s; = sy = 1, s3 = —1 zu setzen,
und wir erhalten die beiden Rotationsmatrizen

1 0 0
RY =q1sp =0 0 1
0 -1 0
und
1 0
R®» =pSr=(0 0 -1
0 1
Die rotierten Punkte RWB = (p/,¢',7',s') und

R®B = (p",¢",r",s") sind in Abbildung 15 ge-
zeigt. Dies sind iibrigens nicht die einzigen op-
timalen Losungen, beispielsweise erhalten wir mit
R®) := I ebenfalls rms = 2.

Soviel ist sicher: Der Algorithmus findet in jedem
Fall eine optimale Losung. Hinreichend fiir die Ein-
deutigkeit ist, dass die Singulidrwerte von AB ' alle
verschieden sind. In der Praxis kann man wohl da-
von ausgehen, dass dies zumeist der Fall sein wird.
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r=s’ p
B: (-1,1,1) y (1,1,1)
A:
A —
S p=q
(-1,1,-1)
(1,1,-1)
(-1,-1,1) y (1,-1,1)
r S
(S) q=p
CL-1L-D) o q @.,-1,-1

Abbildung 15: Beispiel

3.2 Optimale Uberlagerung durch Enu-
meration

Wir behandeln nun eine Moglichkeit, wie man auch
das optimale Matching bestimmen kann. Dabei
optimiert man nach zwei Parametern: Anzahl der
iiberlagerten Atome und rms (nach einer optimalen
starren Bewegung) der iiberlagerten Teile. Um aus
diesen beiden Parametern in eine einzige Bewer-
tungsfunktion zusammenzufassen, kann man bei-
spielsweise die Funktion

score = (% liberlagerte Atome) - e =™

verwenden, wobei ,% {iberlagerte Atome“ gleich
der Anzahl der iiberlagerten Atompaare, geteilt
durch die Anzahl der Atome in der kleineren der
beiden Mengen ist.

Die Idee der exakten Enumeration ist (wie im-
mer) sehr einfach:

e Fiir jedes Atom aus A, probiere der Reihe nach
jedes noch ungematchte Atom aus B aus, sowie
die Moglichkeit, es ungematcht zu lassen.

e Anschliefend rekursiver Abstieg.

e Wenn alle Atome aus A entschieden sind (Ter-
minalfall), bewerte dieses Matching mit dem
exakten Algorithmus fiir ein gegebenes Mat-
ching.

Um eine Vorstellung von der Laufzeit zu gewin-
nen, schitzen die GrofRe des Enumerationsbaumes
ab. Die Anzahl der perfekten Matchings zwischen
zwei Mengen der Grofde n ist n!. Zuséatzlich kon-
nen die vom Matching iiberdeckten Mengen vari-
ieren. Die Anzahl der Matchings fiir Atommengen
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A € R¥>*™a und B € R3*™> liegt also zwischen
m! und 2™mA*T™Bm!, wobei m := min{ma,ms}.
Nach der Stirlingformel ist m! ~ v2m/m(2)" =
2mlogm+0(m).

Man kann aber schon mit einer trivialen Un-
gleichung viele Aste des Enumerationsbaumes ab-
schneiden. (Damit kommt man dann bis ca. 17 Ato-
me. ;-)

Proposition 20. Seien A € R3*™4 und B € R3*™m»
und z — RX +t eine optimale starre Bewegung fiir
ein Matching 7 : [k] — mp], d.h. der rms

k

1/2
1
(E § |A; = RBr(iy — t|2>

i=1

ist minimal. Dann hat jede starre Bewegung fiir ein
Matching 7’ : [k'] — [mp], das = erweitert, einen

Beweis. Sei 7' : [K'] — [mpg] injektiv mit &' > k,
7' (i) = w(i) fir i < kund = — R’z +1t' die optimale
starre Bewegung fiir 7’. Dann gilt
" 1/2
2
= > |Ai = BBy — 1]
i=1

| 1/2
= <PZ|Ai—R'Bw<i>—t'|2>
i=1
L 1/2
> (EZWRBW(Z’) t|2> :
=1

4‘ Ende VL 2003-01-06 — keine VL am 2003-01-13 Ii

3.3 Geometrisches Hashing

Das geometrische Hashing ist ursriinglich in der
kiinstlichen Intelligenz entwickelte Methode zur
Objekterkennung, die sich auch jedoch vorziiglich
zum Uberlagern von Atommengen eignet. Die Me-
thode ist sehr allgemein und flexibel einsetzbar und
in vielen Anwendungen der ,state of the art“. Die
Laufzeit ist polynomiell (von niedrigen Grad) und
lasst sich mit problemspezifischen Zusatziiberlegun-
gen stark reduzieren. Auch mit verrauschten Daten
kommt die Methode gut zurecht.



Algorithmen in der Bioinformatik  Clemens Gropl

Die Objekte werden durch Features beschrieben.
Dies sind im einfachsten Fall Punkte (z.B. Atom-
mittelpunkte), konnen aber auch andere ,lokale“
geometrische Gegebenheiten sein, z.B. Segmente,
Ecken oder C,-Atome aus Proteinen mit ,angedeu-
teten“ Resten (mehr dazu spiter). Die Dimension
ist beliebig (aber konstant).

Als Transformationen lassen wir, wie gehabt, al-
le starren Bewegungen zu, es sind im Prinzip aber
beliebige Kombinationen von Translation, Rotation,
Skalierung und Scherung einsetzbar.

In diesem Zusammenhang spricht man gerne von
Modellen und Sgzenen. Die Modelle kennt man im
voraus (aus einer Datenbank), wohingegen die Sze-
ne in der Regel neu ist (z.B. gerade von einer Kame-
ra erfasst wurde).

Es wird ein partielles Matching gefunden, das
heil’t, es konnen Teile fehlen (z.B. in der Szene ver-
deckt sein, oder im Modell nicht vorkommen).

Das geometric hashing verwendet eine Hash-
Tabelle, um die Daten der Models in einem Prepro-
cessing zu indizieren. Dabei stellt sich das Problem,
welches Koordinatensystem verwendet werden soll.
Absolute Koordinaten machen keinen Sinn, da wir
es bei der Wiedererkennung mit transformierten
Objekten zu tun haben. Abhilfe schaffen hier relati-
ve Koordinaten, deren Bezugssystem eine Basis ist,
die aus einer geniigend grof3en Anzahl von Features
extrahiert wird (z.B. 3 Punkte im R3).

Preprocessing

Abbildung 16 enhélt den Pseudocode fiir das Pre-
processing. Die Hashtabelle H enthilt ,Kollisionsli-
sten®.

Fiir jedes Modell A:

1. Extrahiere die Features von A, seien dies A =
(A1,..., A4y).

2. Fiir jede Basis « von Features in A:
Fiir alle {ibrigen Features A; ¢ a, i € [n]:

(a) Stelle das Feature A; in Koordinaten c be-
ziiglich des durch « definierten Koordina-
tensystems dar.

(b) Quantisiere c in einen diskreten Wert ¢.
Trage die Information (A, «) in die Hash-
zelle H(¢) ein.

Abbildung 16: Preprocessing fiir das geometrische
Hashing
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Um das relative Koordinatensystem fiir eine Ba-
sis (z,y, z) zu bestimmen, kann man wie folgt vor-
gehen. Der Ursprung wird in den Schwerpunkt
(x + y + 2)/3 gelegt. Die ersten zwei Basisvekto-
ren sind b; = IZ::;\ und by = % Der
dritte Basisvektor b3 steht senkrecht auf b1, b, und
zwar so dass det (b, b, b3) = 1.

Bei der Quantisierung ist ein trade-off zu ber{ick-
sichtigen. Je feiner man die diskreten Stufen wahlt,
um so genauer ist die gefundene Anfangsiiberlage-
rung zwischen Szene und erkanntem Objekt, und
die Selektivitét steigt. Wenn man grober quantisiert,
wird die Anfangsiiberlagerung ungenauer, dafiir er-
kennt man mehr Treffer. Erwiinscht ist auferdem
eine gleichméfRige Fiillung der Hashtabelle. Daher
wird man in der Abbildung ¢ — ¢ eventuell etwas
mehr tun als nur zu runden, z.B. den mittleren Be-
reich vergrofRern, wenn sich dort die Eintrége héu-
fen.

Die Laufzeit des Preprocessings ist O(mnd*1) fiir
m Modelle mit je n Features, wobei jede Basis aus
d Features besteht.

Erkennung

Abbildung 17 enhalt den Pseudocode fiir die Erken-
nungsphase (recognition).

Wenn in Schritt 2.(b) ein Eintrag (A4, «) aus der
Hashzelle H(¢) eine Stimme erhilt, so muss es ein
Feature A; aus dem Modell A geben, welches be-
ziiglich « dhnliche relative Koordinaten hat wie das
Feature B; beziiglich 5. Wenn also ein Paar (A, «)
eine hohe Anzahl von Stimmen erhilt, so erhal-
ten wir aus den Zuordnungen A; < B; ein ,gu-
tes“ Matching, und im Fall der starren Bewegun-
gen haben wir gesehen, wie man fiir ein gegebenes
Matching die optimale Transformation 7" berechnen
kann. Nichts hindert uns, das Matching noch weiter
(heuristisch) nachzuoptimieren, d.h. Kanten hinzu-
zufiigen oder herauszunehmen.

Die Laufzeit von Schritt 2 der Erkennungspha-
se ist O(hn*1), wobei h die durchschnittliche Fiil-
lungsdichte der betrachteten Hashzellen ist. In giin-
stigen Féllen ist h = O(1), jedoch kann schlimm-
stenfalls h = mn?*! sein. Hinzu kommt noch die
Laufzeit fiir die Bearbeitung der gefundenen Treffer.

Modifikationen des Hashings

e Weighted Voting. Das Gewicht einer Stimme
ist umgekehrt zur Anzahl der Eintrdge der be-
trachteten Hashzelle, oder sogar 0, falls die
Hashzelle zu voll ist. Die Intuition dahinter ist,



Algorithmen in der Bioinformatik  Clemens Gropl

Gegeben: Szene B.

1. Extrahiere die Features von B, seien dies B =
(Bi,...,By).

2. Wahle eine Basis 3 von Features in B:
Fiir alle iibrigen Features B; ¢ 3, i € [n]:

(a) Stelle das Feature B; in Koordinaten c be-
zliglich des durch (3 definierten Koordina-
tensystems dar.

(b) Quantisiere c in einen diskreten Wert ¢.
Jeder Eintrag (A,a) € H(¢) erhilt eine
Stimme.

(¢) Zahle die Stimmen aus fiir alle Paare von
Modellen und Basen (Histogramm). Paa-
re mit geniigend vielen Stimmen entspre-
chen potentiellen Treffern.

(d) Fiir jeden potentiellen Treffer (4, a):
Bestimme die optimale Transformation 7'
fiir die gematchten Features von A und B
und bewerte die gefundene Losung.

3. Falls keine gute Losung gefunden wurde, wie-
derhole Schritt 2.

Abbildung 17: Erkennungsphase des geometrischen
Hashings

dass beim Auszihlen die Stimmen vollen Hash-
zellen weniger ,Information* beitragen als sol-
che aus fast leeren, aber viel Zeit kosten.

e KD-Bdume. Wenn das Rauschen in den Da-
ten stark richtungsabhéngig ist (wie dies bei-
spielsweise bei 3D-Daten, die aus Stereobil-
dern gewonnen wurden, der Fall ist), ist es
sinnvoll (und moglich), die Fehlerschranken
bis in die relativen Koordinaten zu propagie-
ren. Dann wihlt man die Quantisierung ¢ +— ¢
etwas feiner und wertet in der Erkennungs-
phase zusétzlich auch Stimmen aus benachbar-
ten Hashzellen mit aus. Alternativ kann man
aber auch ganz auf die Quantisierung verzich-
ten und die Hashtabelle durch einen KD-Baum
ersetzen. Diese Datenstruktur unterstiitzt ,,0r-
thogonal range queries‘, d.h. Abfragen nach al-
len Punkten in einem gegebenen kartesischen
Produkt von Intervallen (z.B. achsenparalleler
Quader im R3).

Ende VL 2003-01-20
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Verbesserung der gefundenen Anfangsiiberlage-
rung mittels bipartitem Matching Wenn das geo-
metrische Hashing einen Treffer findet, so gibt es ei-
ne Basis « in A und eine Basis $ in B, so dass das
zugehorige Matching

M :={ (4, Bj) | &(A;i, o) = &(B;, ) }

,viele“ Kante enthélt. Mit dem Algorithmus zur op-
timalen Uberlagerung bei gegebenem Matching er-
hélt man daraus eine optimale starre Bewegung T
fiir das Matching M. Es kann aber sein, dass uns
dabei aufgrund des Hashings einige Zuordnungen
entgangen sind.

Zur Nachoptimierung des Matchings kann man
den bipartiten Graphen mit Knotenmengen A und B
und den Kanten £ = { (A“BJ) | |Az — T(Bj)| <é }
betrachten. Der Parameter 0 ist geeignet zu wéhlen,
z.B. 4 A. Jede Kante erhilt ein Gewicht, das propor-
tional zum Abstand ihrer Endpunkte ist. Nun wird
ein grofStes Matching M’ bestimmt, welches mini-
males Gewicht hat. (Dies ist in polynomieller Zeit
moglich, z.B. O(y/nm?) fiir bipartite Graphen mit
n Knoten und m Kanten, vgl. GA1.) Anschlieend
wird M «— M’ gesetzt und der Vorgang iteriert,
bis Konvergenz eingetreten oder eine vorgegebene
Maximalanzahl von Iterationen erreicht ist. Der Pa-
rameter ¢ dient vor allem zur Kontrolle der Lauf-
zeit, beeinflusst aber auch die Grof3e des Matchings.
Es gibt aber auch Matching-Algorithmen, die inkre-
mentell schwerste Matchings mit 1,2, ... Kanten be-
stimmen.

110°
14k /53,&

Abbildung 18: Jedes C,-Atom definiert zusammen
mit den benachbarten C'- und N -Atomen eine Basis.

Verwendung von C,-Atomen als Basen Proble-
matisch bei Geometric Hashing Methoden ist oft
der Zeitaufwand fiir die Enumeration aller Basen.
In Proteinen gibt es in der Hauptkette die C,-
Atome. Die benachbarten N- und C-Atome sind im-
mer in der gleichen Weise angeordnet (siehe Abbil-
dung 18), und zusammen mit dem C,-Atom ergibt
sich ein relatives Koordinatensystem. Die Laufzeit
reduziert sich damit auf O(mn?) fiir das Preproces-
sing. (Sie war O(mn*) bei Verwendung aller Tripel.)
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Es erweist sich als vorteilhaft, in der Erkennungs-
phase grundsatzlich iber alle C,-Atome als Basen
zu enumerieren. Die gefundenen Transformationen
werden geclustert. Aus den Clustern werden ,,Mit-
telwerte“ berechnet.

Eine weitere Effizienzsteigerung ist moglich,
wenn man beriicksichtigt, dass die C,-Atome auf
der Hauptkette in linearer Folge angeordnet sind.
Dadurch kann man viele potentielle Matchings im
voraus ausschliel3en.

Generell kann man sagen, dass die gegenwér-
tigen Programmwerkzeuge jeweils einen Kompro-
miss zwischen Allgemeinheit und Effizienz darstel-
len, wobei eine Fiille von weiteren, groftenteils
heuristischen und problemspezifischen Uberlegun-
gen mit einbezogen werden.

4 Phylogenetische Baume

Ultrametrik, ...

Ende VL 2003-01-27
Konstruktion in O(n?), ...

[ Ende VL 2003-02-03 |
Ende VL 2003-02-03
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